Topologische Dotierung im
Hubbard-Modell

Diplomarbeit

vorgelegt am
Fachbereich Physik
der Freien Universitat Berlin

BETREUUNG: DR. CARSTEN TIMM
UND PROF. DR. FELIX VON OPPEN

ARNE KESTING

Februar 2002






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 5
2 Theoretische Beschreibung der Kupferoxid-Ebenen 13
2.1 Der Dreiband-Hamiltonian als mikroskopisches Modell der CuOs-Ebenen . . 13
2.2 Einband-Hubbard-Modell . . . . . . . ... .. ... ... ... ... . ... 18
2.3 Spin-Fermion-Modell . . . . . . . . ... ... .. 19

3 MC-Simulation eines Heisenberg-Modells mit ferromagnetischen Bindung-

en 21
3.1 Mikroskopischer Ursprung der Anisotropie . . . . . . . . .. ... .. ..... 21
3.2 Modell und numerische Methode . . . . . . . ... ... ... 0. 25
3.2.1 Spin-Hamiltonian des Modells . . . . . . . .. .. .. ... ... .... 25
3.2.2 Monte-Carlo-Methode, Parameter und Randbedingungen . . . . . .. 25

3.3 Ergebnisse . . . . . .. 26
3.3.1 Finite-size-Effekte . . . . . . .. ... oo 26
3.3.2 Antiferromagnetismus und DM-Wechselwirkung . . . . . . ... .. .. 27
3.3.3 Der Einflul der DM-Anisotropie auf einen Vortex . . . . . . .. .. .. 27
3.3.4 Vortex-Antivortex-Paare . . . . . . . . . ... L. 28

3.4 Zusammenfassung . . . ... oo 33
4 Die Hartree-Fock-Niherung fiir das Einband-Hubbard-Modell 35
4.1 Hartree-Fock-N&herung . . . . . . . .. .. . L oo 36
4.2 Numerische Losungsmethode . . . . . . .. . .. ... ... ... ... .... 38
4.3 Resultate . . . . . . . 40
4.3.1 Antiferromagnet bei halber Fiillung . . . . .. ... ... ... .... 40
4.3.2 Polaron-Lésung . . . . . . .. ... o 42
4.3.3 Vortex-Losung . . . . . . . ... 46
4.3.4 Untersuchung eines Vortex-Antivortex-Paares . . . . . . . .. ... .. 53

4.4 Zusammenfassung . . ... . Lo Lo 56
5 Die Hartree-Fock-Niherung fiir das Dreiband-Hubbard-Modell 57
5.1 Néaherung des Dreiband-Hamiltonians . . . . . .. ... ... ... .. .... 58

5.2 Randbedingungen und Parameter . . . . . . . . .. ... oL 59



4 INHALTSVERZEICHNIS

5.3 Resultate . . . . . . . . e 60
5.3.1 Losungen des undotierten Modells . . . . . . .. .. ... ... 60

5.3.2 Polaron-Losungen . . . . .. ... .. ..o 67

5.3.3 Vortex-Losungen . . . . . . . . . .. L oo 72

5.3.4 Losungen mit zwei Lochern . . . . . . . . ... oo 75

5.4 Zusammenfassung . . . .. ... Lo 80

6 Die slave-boson-Niherung fiir das Hubbard-Modell 83
6.1 Definition der Hilfsbosonen fiir atomare Zustdnde . . . . . . . . . .. ... .. 83
6.2 Hamiltonian in der slave-boson-Darstellung . . . . . .. .. .. .. ... ... 86
6.3 Das Energiefunktional des Hilfsbosonen-Hamiltonians . . . . . ... ... .. 87
6.4 Numerische Minimierung des Energiefunktionals . . . . . ... ... ... .. 89
6.5 Zusammenfassung und Ausblick . . . . . . ... ... L Lo 90

A Topologische Defekte im XY-Modell 93
A1l Das XY-Modell . . . . . . . .. 93
A.2 Vortizes als topologische Defekte im XY-Modell . . . . ... ... ... ... 94
A3 Vortex-Energie . . . . . . . . .. 96
Literaturverzeichnis 98

Danksagung 104



Kapitel 1
Einleitung

Bereits kurz nach der Entdeckung der Hochtemperatur-Supraleitung 1986 durch Bednorz
und Miiller in Perovskit-Kristallen [1] wurde von Anderson auf die wesentlichen Merkma-
le dieser Materialien hingewiesen [2]. Das wichtigste Strukturmerkmal der Kuprate bilden
die Kupferoxid-Ebenen mit einer lediglich schwachen Zwischenschicht-Kopplung, so dass es
sich bei den Hochtemperatur-Supraleitern (HTSL) um quasi-zweidimensionale Materialien
handelt. Als Beispiel ist die Kristallstruktur und das Quadratgitter der CuOo-Ebenen von
LagCuQOy4 in Abb. 1.1 dargestellt. Die HTSL gehen durch Dotierung mit Lochern oder Elek-
tronen aus antiferromagnetischen Mott-Isolatoren hervor. Ein Mott-Isolator ist ein Materi-
al mit einer fiir 7' — 0 verschwindenen Leitfihigkeit, unterscheidet sich aber grundlegend
von dem Verhalten eines (gewohnlichen) Bandisolators, bei dem die Fermi-Energie (die auf-
grund des Pauli-Prinzips existiert) in einer Bandenergie-Liicke liegt. In einem Mott-Isolator
ist dagegen die Leitfdhigkeit aufgrund starker Coulomb-Wechselwirkung unterdriickt: Elek-
tronenbewegung in einem exakt halbgefiillten Band erfordert die Erzeugung eines doppelt
besetzten Orbitals, was aber durch die starke Coulomb-Abstoflung verhindert wird. Der Anti-
ferromagnetismus des Mott-Isolators ist lediglich ein sekundéarer Effekt und kommt durch den
Superaustausch [66] zustande: Die Kopplung der Cu- und O-Ladungen in den Ebenen bewirkt
im isolierenden Zustand virtuelle Hiipfprozesse zwischen Cu-Pldtzen (s.u.). Die Austausch-
kopplung betriigt z.B. fiir Lag_,Sr,CuOy4 (LSCO) ca. 1600K. Die Néel-Temperatur ist durch
die Einschrinkung auf zwei Dimensionen und die damit verbundenden starken Fluktuations-
effekte reduziert, aber aufgrund der schwachen Zwischenschicht-Kopplung endlich. Sie liegt
bei den Kupraten im Bereich Ty ~ 250...400K.

Phasendiagramm

Durch Dotierung des Mott-Isolators mit Ladungstragern wird der Antiferromagnetismus zer-
stort. Das Phasendiagramm “Temperatur T iiber der Dotierungskonzentration x” zeigt ei-
ne starke Asymmetrie zwischen loch- und elektronendotierten Materialien, vgl. Abb. 1.2.
Waihrend die Néel-Temperatur T fiir lochdotierte Systeme bis zu einer kritischen Dotie-
rung von z. ~ 0.02 fir LSCO, d.h. 2% Locher pro Cu-Atom, sehr rasch abnimmt [3],
weist das elektronendotierte Material Nds_,Ce, CuO4 noch eine antiferromagnetische Pha-
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Abbildung 1.1: (a) Kristallstruktur von LasCuOy, aus dem die supraleitende Lag_, Sr, CuO4-Familie
durch Dotierung von Sr entsteht. Diese Materialien gehohren zu der Familie der Perovskit-Kristalle.
Das entscheidende Strukturmerkmal der HTSL bilden die CuOs-Ebenen, die in der a — b-Ebene lie-
gen. Die elektronische Kopplung in die c-Richtung ist sehr schwach, so dass es sich bei den HTSL um
extrem anisotrope, quasi-zweidimensionale Materialien handelt. (b) Schema der CuOs-Ebene in den
Kupraten. Die einfach besetzten d,2_,2-Orbitale der Cu-Ionen (schwarze Kreise) bilden ein Quadrat-
gitter. Sie verfiigen im undotierten Material iiber ein magnetisches Moment, das sich unterhalb der
Néel-Temperatur antiferromagnetisch ordnet. Die grofieren Kreise zeigen die p-Orbitale des Sauerstoff.
Die Schattierung soll die Orientierung der p,-Orbitale andeuten. Die Abbildungen sind entnommen
aus [13] bzw. [23].

se bei viel hoheren Dotierungen auf. Der Ubergang unterhalb der kritischen Temperatur 7,
in die supraleitende Phase schliefit sich direkt an. Lochdotierte Materialien zeigen vor dem
Ubergang typischerweise noch metallisches Verhalten und bei tiefen Temperaturen die Eigen-
schaften eines Spin-Glasses. Die Dotierung von Ladungstréigern in der LagCuOg4-Familie wird
durch Hinzufgen von Sr erreicht, das eine Verringerung der Elektronenkonzentration in den
CuOs-Ebenen bewirkt. Andere Kuprate kénnen auf verschiedene Arten dotiert werden, z.B.
YBasCu30¢44 (YBCO) durch Verédnderung der Sauerstoff-Konzentration. YBCO besitzt auf-
grund von Doppelschichten und Ketten eine kompliziertere Kristallstruktur. Gemeinsam ist
den Kupraten aber die quasi-zweidimensionale Schichtstruktur. Wir beschrinken uns daher
auf LSCO, das uns als einfaches Modellsystem dient. Die kritische Dotierung x. ~ 0.02 wurde
aber auch (mit der geeigneten Definition) fiir andere lochdotierte HTSL gemessen.

Den Effekt der FElektronendotierung kann man relativ leicht anhand der Zustandsdichte
der HTSL verstehen. Dotierte Elektronen fiillen vor allem Cu-3d-Orbitale auf und zerstoéren
dadurch die magnetischen Momente der Cu-Pléitze. Das Spinsystem wird durch die zusétz-
lichen Elektronen lediglich verdiinnt (Perkolationsproblem), was zu keinem derartig raschen
Zusammenbruch wie bei der Dotierung von Lochern fithrt. Dotierte Locher besetzen dagegen
vor allem Sauerstoff-Plétze, so dass das auftretende magnetische Moment am Sauerstoff die
benachbarten Cu-Spins ferromagnetisch koppelt und den Antiferromagnetismus frustriert [28].



Uber den mikroskopischen Mechanismus dieses Effekts herrscht kein Konsens. Das Ziel dieser
Arbeit ist, eine mogliche Erklérung im Rahmen einer mikroskopischen Theorie zu untersu-
chen (s.u.). Der Einwand, dass die Asymmetrie vor allem auf die unterschiedlichen Materialien
zuriickzufithren sei, ist durch die neuesten Experimente von Schén et al. [29] entkriftet wor-
den. Durch einen Feld-Effekt-Transistor ist es nun moglich, die Ladungstrigerkonzentration
in einer Schicht des HTSL durch die angelegte Spannung zu regeln. Dadurch ist es méglich, so-
wohl Elektronen- als auch Lochdotierungen an einer einzigen Probe zu regeln. Weiterhin wird
der Effekt der Unordnung aufgrund chemischer Dotierung in diesen Proben weitgehend ausge-
schlossen. Die ersten Ergebnisse fiir CaCuOy zeigen keine wesentliche Anderung des typischen
Phasendiagramms der HTSL in Abb. 1.2. Allerdings wurde bisher die antiferromagnetische
Phase nicht direkt gemessen, sondern nur die supraleitende Phase.

Eigenschaften der Kuprate

Wir wenden uns den lochdotierten HTSL zu, deren komplexes Phasendiagramm bis heute
noch keine befriedigende und umfassende Erkldrung gefunden hat. In den letzten Jahren
sind aber durch zahlreiche neue und verbesserte Experimente viele Erkenntnisse gesammelt
worden, die vielleicht einige Schliissel fiir ein mikroskopisches Versténdnis liefern kénnen. In
der normalleitenden Phase sind das zum Beispiel

o Nicht-Fermi-Flissigkeitsverhalten im unterdotierten Bereich: Winkelaufgeloste Photo-
emissions-Spektroskopie (ARPES) zeigt keine Quasiteilchen-Peaks, die als wohldefinier-
te elektronische Anregungen gedeutet werden kénnen, im Zustand oberhalb der supra-
leitenden Phase [4, 5, 6]. Weiterhin ist durch Widerstandsmessungen eine Leitfahigkeit
o ~ T in einem Bereich bis 700K beobachtet worden [7, 8]. In einer gewthnlichen Fermi-
Fliissigkeit ist die Elektron-Elektron-Streurate 1/T2-abhingig [9]. Diese Abhingigkeit
ist lediglich im extrem iiberdotierten Bereich gemessen worden.

e Figenschaften der Ladungstriger: Hall-Messungen im unterdotierten Bereich zeigen,
dass die Ladungstriger positiv geladen sind und dass die Dichte dem Dotierungsgrad,
d.h. der Lochkonzentration, entspricht [10]. Optische Messungen zeigen einen nieder-
frequenten “Drude tail”, was auf die Existenz von freien, sehr mobilen Ladungstrigern
hindeutet [11]. Dies ist durch das Auftreten eines Bandes im mittleren IR-Bereich inner-
halb der Mott-Hubbard-Liicke begleitet [12]. Das Band entwickelt sich mit der Dotierung
und deutet auf die Existenz von lokalisierten Zusténden hin. Diese Messungen bestéti-
gen sowohl die anomale 1/T-Streurate als auch die Proportionalitit von Dichte und
Dotierung. Jedes in die CuOs-Ebenen dotierte Loch entwickelt sich nach diesem Bild in
einen mobilen, positiven Ladungstrager, nicht aber in ein Quasiteilchen.

e Magnetische Eigenschaften: Durch Neutronenstreuung wird eine rasche Abnahme der
Korrelationsldnge éapyv der antiferromagnetischen Ordnung mit steigender Dotierung
gemessen. Fir x > 0.02 ist die langreichweitige Ordnung (gegeben durch {apy —
o0) verschwunden. Es bestehen aber weiterhin starke kurzreichweitige Fluktuationen,
wobei Eapy durch den mittleren Lochabstand gegeben ist und insbesondere praktisch



8 Einleitung

Ne, , Ce, CuQ, La,  Sr, CuG,

~ Nicht-Fermi-
~, Fluessigkeit

Ty |
Pseudogap

Fermi-
Fluessigkeit

Temperatur T

T

Cc

SL Spin-Glas

\

SL

ueberdot.
0 X X opt
Elektronen-Dotierung x Loch-Dotierung x

Abbildung 1.2: Charakteristisches Phasendiagramm der HTSL sowohl fiir elektronendotierte als auch
lochdotierte Systeme. Es ist eine starke Asymmetrie zwischen den Systemen zu erkennen. Den lang-
sameren Abfall der Néel-Temperatur Tx(x) bei der Dotierung von Elektronen erklirt man durch die
Verdiinnung des Cu-Spinsystems, wohingegen die Dotierung von Lochern zur Frustration der Cu-Spins
fiihrt. Das undotierte LaCuO,4 hat eine Néel-Temperatur von Tx ~ 325 K [13]. Mit zunehmender Do-
tierung von Lochern wird der antiferromagnetische Mott-Isolator bis zu einer kritischen Dotierung
von z, ~ 0.02 schnell zerstort. Es schlieBt sich eine metallische (oder fiir niedrige Temperaturen
supraleitende Phase) mit ungewdhnlichem Nicht-Fermi-Fliissigkeitsverhalten an. Bei sehr tiefen Tem-
peraturen ist Spin-Glas-Verhalten zu beobachten. Weitere Dotierung fithrt zu einem Ubergang in ein
gewdhnlicheres Fermi-Fliissigkeits-Regime im extrem iiberdotierten Bereich. Die Ubergangstempera-
tur T, in die supraleitende Phase ist ebenfalls stark dotierungsabhéngig. Beim maximalen T, spricht
man von optimaler Dotierung Topt. Entsprechend heiflen die Materialien mit niedriger und héherer
Dotierungskonzentration unter- bzw. iiberdotiert. Die maximalen Ubergangstemperaturen liegen z.B.
fiir La g5S5r9,15Cu0y4 bei 39K und bei YBay;CuzO7 bei 92K [42].

unabhéngig von T ist [13]. Die Dotierungsabhingigkeit deutet auf die grofie Bedeutung
des Magnetismus in diesen Materialien hin.

Die supraleitende Phase zeigt weitere eigenartige Merkmale, zum Beispiel:

e Paarung und Symmetrie: Die FluB-Quantisierung beweist die Paarung von Ladungs-
tragern im supraleitenden Kondensat mit einer Ladung von 2e. Durch ARPES und
phasensensitive Tunnelstrom-Messungen wurde gezeigt, dass der Ordnungsparameter
(OP) dj2_,2-Wellensymmetrie der Form A(k) = Agl[cos kza — cos kya] (Wellenvektor k
und Gitterkonstante a) besitzt. Der OP ist maximal fiir Impulse parallel zu den Cu—
O—Cu-Bindungen [14, 15, 16]. Messungen der Eindringtiefe zeigen, dass die suprafluide
Dichte ps mit sinkender Dotierung x abnimmt. Man kann also davon ausgehen, dass die



“Cooper-Paare” aus den positiven Ladungstragern gebildet werden. Die Frage bleibt,
ob ein BCS-éhnlicher [24] Theorie-Ansatz den supraleitenden Zustand der HTSL zu
beschreiben vermag.

o Suprafluide Dichte und Pseudogap: Im unterdotierten Bereich beobachtet man, dass die
kritische Temperatur durch die suprafluide Dichte bzw. die Phasensteifheit ps bestimmt
ist [17]. Emery und Kivelson [18] haben darauf hingewiesen, dass der Supraleiter durch
zwel Energieskalen bestimmt wird. Die Grofle der BCS-Anregungsliicke A beschreibt
die Stéirke der Bindung der Paare und p; bestimmt die Groéfle der kritischen Strom-
dichte. Im konventionellen Supraleiter gilt A < ps, so dass der Zusammenbruch der
Supraleitung durch die Zerstérung der Paare bestimmt ist. Im unterdotierten Bereich
der Kuprate ist jedoch ps < A die entscheidende GroBe: T, ~ ps, vgl. Uemura et al. [17].
Daher nimmt man an, dass Phasenfluktuationen den supraleitenden Zustand zerstoren.
Oberhalb von T, mifit man ein “Pseudogap” [19], das man als inkoh#rente Paarung
ohne langreichweitige Ordnung interpretieren kann.

e Streifen: Neutronenstreuung an dem undotierten, Néel-geordneten Antiferromagneten
fithrt aufgrund der zwei Untergitter zu einem Bragg-Peak beim Wellenvektor Q = (%, %)
in Einheiten von 27” mit der Gitterkonstanten a. Die Spin-Korrelationen im dotier-
ten Material zeigen dagegen eine mit dem Gitter inkommensurable Struktur mit einer
Aufspaltung des Bragg-Peaks [20, 21]. Tranquada et al. [22] konnten in dem Material
Lag_;_yNd,Sr,CuOy4 eine “Kristallisation” der ansonsten dynamischen Spin-Fluktu-
ationen beobachten. Die dotierte Ladung konzentriert sich in bestimmten Gebieten in
Form von “Streifen”, die antiferromagnetische Doménen trennen. Die Bedeutung der
dynamischen Streifenfluktuationen fiir die Supraleitung ist eine wichtige und bisher
unbeantwortete Frage. Die Streifen deuten darauf hin, dass Heterogenitdt in der Be-

schreibung der HTSL eine grofie Rolle spielt [23].

Fragestellung

Allgemein nimmt man an, dass die verschiedenen Bereiche des Phasendiagramms der HTSL
in enger Beziehung zueinander stehen. Daher ist ein Versténdnis der antiferromagnetischen
Phase mit ihrem raschen Zusammenbruch bei Lochdotierung insbesondere im Hinblick auf
die vielen offenen Fragen bei den Kupraten von grofier Relevanz.

Um den schnellen Zusammenbruch des Antiferromagneten aufgrund der Dotierung von
Lochern zu verstehen, gehen wir von dem folgenden physikalischen Bild aus: In das System do-
tierte Locher besetzen hauptséichlich die planaren Sauerstoff-Orbitale. Das durch die Ladung
induzierte magnetische Moment auf einem Sauerstoff-Platz bewirkt eine effektiv ferromagne-
tische Kopplung der benachbarten Cu-Spins, wodurch die iibrigen drei antiferromagnetischen
Bindungen frustiert werden [28]. Um die Frustration gleichméBig auf das System zu verteilen,
gehen wir von der Idee aus, dass ein dotiertes Loch sich mit einer Vortez-Spinstruktur' um-
gibt, siehe Abb. 1.3. Da die Energie eines Vortex logarithmisch mit der Systemgrofie divergiert,

'Im Anhang A werden die Begriffe zur Beschreibung eines Vortex als topologischer Punktdefekt des XY -
Modells eingefiihrt.
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Abbildung 1.3: In unserem Modell erzeugt die Dotierung eines Loches einen topologischen Defekt: Ein
einzelnes Loch (schwarzer Kreis) auf einem Sauerstoff-Platz (Kreise) umgibt sich mit einer Vortez-
Spinstruktur, um die Frustration aufgrund der ferromagnetischen Kopplung der zwei benachbarten
Cu-Spins gleichméfig auf das System zu verteilen. Der Vortex ist an die Ladung des Loches gekoppelt.
In dieser Abbildung liegt das Vortex-Zentrum auf der Cu—O—Cu-Bindung.

werden aus dem homogenen Zustand zwei Locher ein Vortezr- Antivortex-Paar bilden, bei dem
sich die Divergenz kompensiert und Vortex und Antivortex sich aufgrund einer attraktiven
logarithmischen Wechselwirkung anziehen (siehe Anhang A). Die minimale Energie wird fiir
den kleinsten Vortexkern-Abstand, der auf dem Gitter durch eine Gitterkonstante gegeben
ist, angenommen. Die repulsive Coulomb-Wechselwirkung der Locher fillt viel schneller ab
als V(r) ~ Inr und spielt daher eine untergeordnete Rolle.

Die Dzyaloshinskii-Moriya-Anisotropie? [64, 65] in den Kupraten induziert eine leichte
Ebene, so dass die “verschobene Magnetisierung” (staggered magnetization) fiir kleine Ener-
gien auf einen zweikomponentigen Ordnungsparameter reduziert werden kann. Dadurch wird
ein Vortex in der CuOz-Ebene in einem groflen System stabilisiert.

Dieses Bild wird durch eine Arbeit von Timm und Bennemann [25] motiviert. In ein-
er makroskopischen Theorie fiir geladene, durch Lochdotierung erzeugte Vortexpaare und
ungeladene, thermisch erzeugte Paare wird der Ubergang von Paaren in freie Vortizes un-
tersucht. Die dotierungsabhéngige Ubergangstemperatur T3 N(x) von einer langreichweitigen
(antiferromagnetischen) Ordnung zu lediglich kurzreichweitigen Korrelation ist in sehr guter
Ubereinstimmung mit Experimenten. Als weiteres Resultat kann die kritische Dotierung von
2. =~ 0.02 Lochern pro Cu-Ion ohne freie Parameter universell bestimmt werden. Weiterhin
kann dieses Bild auch das Verhalten der Kohérenzlénge Eapn(z, T') erkldren.

Da die makroskopische Theorie sehr gut die Experimente beschreibt, bleibt die Frage nach
dem Realismus des vorgestellten physikalischen Bildes beim Prozess der Lochdotierung. Das
Ziel dieser Arbeit ist, eine Rechtfertigung im Rahmen einer mikroskopischen Theorie fiir die
Annahme von Loch-Vortex-Objekten zu geben, d.h festzustellen inwieweit topologische Anre-

?Diese Anisotropie ist ein Effekt der Spin-Bahn-Kopplung und wird im Kapitel 3 niiher erliutert.
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gungen wie Vortizes eine Rolle bei der Dotierung mit Lichern in den Kupraten spielen. Als
zentrale Fragestellung werde ich daher die Stabilitit eines Vortex-Antivorter- Grundzustandes
(T'=0) in den elektronischen Modellen zur Beschreibung der CuOz-Ebenen untersuchen.

In der Literatur sind bereits einige Ergebnisse zu dieser Fragestellung veroffentlicht. So
haben Vergés et al. [75] das Hubbard-Modell® in der Hartree-Fock-Niherung untersucht
und u. a. metastabile Vortex-Anregungen im leicht dotierten System gefunden. Berciu und
John [80, 79] gehen von einer dhnlichen Fragestellung aus, betrachten aber ein modifiziertes
Hubbard-Modell mit nicht ausschliellich lokaler Coulomb-Wechselwirkung. In diesem “spin-
flux”-Modell bewirkt eine Art Spin-Bahn-Kopplung, dass die Wellenfunktion eines Elektrons
bei einem Umlauf auf einer Plaquette eine Drehung von 27 im Spinraum erfahrt. Die Autoren
finden zwar stabile Vortex- Antivortex-Paare, aber die physikalische Idee des spin-fluz-Modells
erscheint willkiirlich zu sein. Diese Veroffentlichungen bilden einen wichtigen Ausgangspunkt-
spunkt fiir die Untersuchungen in meiner Arbeit. Seibold [26] geht mit der “slave boson”-
N#herung fiir das Einband-Hubbard-Modell {iber das Hartree-Fock-Niveau hinaus und findet
ein Vortex-Antivortex-Paar als stabilen Grundzustand des mit zwei Lochern dotierten Sy-
stems. Im kontinuierlichen nichtlinearen o-Modell findet Marino [27] mit Lochern verbundene
Vortizes, nennt diese aber Skyrmionen. Eine physikalische Erkldrung wird aber nicht gegeben.

Andere Autoren gehen ebenfalls davon aus, dass topologische magnetische Anregungen
mit dem Prozef der Lochdotierung verbunden sind. Wiegmann [31] betrachtet die Abbil-
dung von Hubbard-Operatoren auf das nichtlineare o-Modell. Bei Lochdotierung findet er
Skyrmionen, worunter er zylindrische antiferromagnetische Doménen versteht. Shraiman und
Siggia [34] gehen vom ¢-J-Modell aus und finden, dass bei T' = 0 ein mobiles Loch eine dipol-
are Spinkonfiguration im zweikomponentigen Ordnungsparameterfeld (— Vortex-Antivortex-
Paar) induziert. Gooding [30] geht vom ¢-t’-J-Modell aus und beschrénkt die Hiipfprozesse
von Lochern auf eine Plaquette. Es ergibt sich ein Skyrmionen-Grundzustand. Haas et al. [33]
vergleichen die Skyrmionen-Losungen des t-J-Modells mit Experimenten, in denen die mag-
netische Ordnung um Loécher unterdriickt ist. Morinari [32] ergédnzt das Spin-Fermion-Modell
um einen Spin-Bahn-Kopplungsterm. Durch das Ausintegrieren der Locher erhélt er einen
Chern-Simons-Term, der bewirkt, dass sich Locher wie Skyrmionen verhalten.

Gliederung

An diese Einleitung schliefit sich ein Theorie-Kapitel an, in dem die bend6tigten Modelle ein-
gefithrt werden. In dem Kapitel 3 gehe ich fiir die Bearbeitung der Fragestellung von einem
klassischen Spin-Modell mit Beriicksichtigung der Dzyaloshinskii-Moriya-Anisotropie aus, das
mit einer Monte-Carlo-Methode geltst wird. Es stellt sich heraus, dass dieser Zugang fiir
das Vielteilchen-Problem nicht ausreicht. In den Kapiteln 4 und 5 betrachte ich daher die
Losungen des Einband- und Dreiband-Hubbard-Modells in der Hartree-Fock-N&herung und
vergleiche die Ergebnisse mit den o.g. Arbeiten. Insbesondere fiir das Dreiband-Modell ist
die Frage nach der Stabilitdt eines Vortex-Antivortex-Paares noch nicht explizit untersucht
worden. Als Hauptergebnis wird sich aber herausstellen, dass die Korrelationseffekte des fer-
mionischen Systems durch die Hartree-Fock-Naherung nicht ausreichend beriicksicht werden,

3Das Hubbard-Modell wird im nichsten Kapitel eingefiihrt.
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so dass eine verbesserte Ndherungsmethode fiir eine eindeutige Beantwortung der Frage nach
der Stabilitédt von Vortex-Antivortex-Paaren herangezogen werden muf}. Im Kapitel 6 werde
ich die slave-boson-Néherung des Einband-Hubbard-Modells von Seibold [26] vorstellen und
auf das Dreiband-Modell erweitern. Der letzte Abschnitt des 6. Kapitels fafit die Ergebnisse
dieser Arbeit zusammen und schlieft mit einem Ausblick.



Kapitel 2

Theoretische Beschreibung der
Kupferoxid-Ebenen

Die Hochtemperatur-Supraleiter (HTSL) sind Materialien mit einer komplizierten Perovskit-
Kristall-Struktur. Fiir eine mikroskopische Beschreibung benétigt man daher ein Minimal-
modell, das einerseits die Komplexitéit des Systems reduziert, anderseits aber die wesent-
lichen physikalischen Erscheinungen einschliefit. Das Dreiband-Hubbard-Modell hat sich als
Ausgangspunkt einer realistischen Beschreibung der CuOs-Ebenen etabliert und wird im er-
sten Abschnitt eingefiihrt. Je nach Ansatz kénnen daraus einfachere, effektive Modelle wie
das FEinband-Hubbard-Modell, das Spin-Fermion-Modell oder das Heisenberg-Modell abgelei-
tet werden, die z.T. in dieser Arbeit néher untersucht werden.

2.1 Der Dreiband-Hamiltonian als mikroskopisches Modell der
CuO,-Ebenen

Die CuOs-FEbenen stellen das wichtigste Strukturmerkmal der Hochtemperatur-Supraleiter
dar. Die Cu—O-Bindungen in den Ebenen sind sehr stark und auch die wesentlichen Ladungs-
transferprozesse finden in diesen Ebenen statt. Daher beschridnken wir uns in einer ersten
vereinfachenden Annahme bei der Beschreibung der elektronischen Struktur der HTSL auf
diese CuOs-Ebenen.! Die Cu?*t-Ionen haben neun Elektronen in den fiinf d-Orbitalen und die
02~ -Ionen besitzen sechs Elektronen in den drei p-Orbitalen. Dieses Problem kann aber noch
reduziert werden. Durch die ndherungsweise tetragonale Symmetrie der Kuprate wird die

Entartung der 3d- und 2p-Niveaus aufgehoben. Im Kristallfeld liegen die 3d,2_,» und die 2p,

—y
bzw. 2p, Zusténde energetisch am hochsten. XAS-Untersuchungen mit polarisiertem Licht
[35] an den Modellsystemen Lag_,Sr,CuO4 und Nds_,Ce, CuOy zeigen ebenfalls, dass in den
relevanten Dotierungsbereichen mindestens 95% der d-Zustéinde und 85% der p-Zustéinde in

der Néhe der Fermi-Energie die erwihnte 3d,2_,2 bzw. 2p, ,-Symmetrie besitzen. Die ande-

'Es kénnen natiirlich einige Eigenschaften des Phasendiagramms wie z.B. eine endliche Néel-Temperatur
erst durch eine Kopplung der Ebenen erklart werden. Wir hoffen aber, dass diese Effekte relativ leicht beriick-
sichtigt werden kdnnen, nachdem die wesentlichen physikalischen Eigenschaften der Ebenen verstanden sind.
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ren Zustédnde sind bei kleinen Energien um das Fermi-Niveau vollstéindig besetzt und kénnen
fiir eine Beschreibung vernachléssigt werden. Das einfachste mikroskopische Modell beriick-
sichtigt daher die in der Ebene liegenden, mit je zwei Elektronen besetzten p, ,-Orbitale des
Sauerstoffs und das halbgefiillte d2_,2-Cu-Orbital, sowie mogliche Hiipfprozesse zwischen
ihnen aufgrund von Hybridisierungen.

Ein einfaches Bandbild zeigt durch das halbgefiillte antibindende? Band ein metallisches
Verhalten, wie es auch LDA-Rechnungen bestétigen [36]. Die undotierten Kuprate sind statt-
dessen antiferromagnetische Isolatoren. Wir miissen daher zusétzlich die starken Wechsel-
wirkungen beriicksichtigt, die insbesondere durch die lokalisierten d-Zusténde auftreten [37].
Wir wihlen daher als Ausgangspunkt fiir eine Beschreibung der CuOs-Ebenen den von Em-
ery vorgeschlagenen Dreiband-Hubbard-Hamiltonian, der zuséatzlich die starken elektronischen
Korrelationen durch onsite Coulomb-Terme zu beriicksichtigen versucht [38, 39]:

Hsg = €4 Z djo.dia + € Zp‘l“ao.pjao' — tpd Z giaj (p;'ao.dio' + h.C.) (2.1)
1,0 Jjao (ij), 0,0
—tpp Z i (pﬁpg,a + h.c.) + Uyg Z nz‘-lTn‘ijl + Up Z n?mn?ay (2.2)
(4i" i Jror

Pjo und d; sind fermionische Vernichtungsoperatoren fiir ein Elektron in einem O-2p,, o =
(7,y) bzw. Cu-d,2_,2 Orbital an einem Gitterplatz j bzw. i eines zweidimensionalen Quadrat-
gitters mit Spin 0. nd = d}adig ist der Dichteoperator der Cu-Elektronen. (ij) beschrénkt die
Summe auf Hiipfprozesse zwischen néchsten Nachbarn. Die Platzenergie €4 ist die Energiedif-
ferenz der Zusténde 3d® und 3d° an einem Kupferplatz. Entsprechend bezeichnet e; 4+ Uy die
Differenz der 3d” und 3d'° Konfiguration. Dadurch ist die bei Doppelbesetzung vorhandene lo-
kale Coulombabstofiung U, der Kupferelektronen definiert. €, bezeichnet die Energiedifferenz
der Zustdnde 2p% und 2p°. Die Energieskalen sind in der Abb. 2.1 dargestellt.

Die Coulomb-Wechselwirkung am Sauerstoff U,, wird in dieser Arbeit i. allg. vernachlés-
sigt, da lediglich der undotierte bzw. der mit einem Loch oder zwei Lochern extrem gering
dotierte Bereich untersucht wird. Die Wechselwirkung U, ist aber fiir einen doppelt besetzten
O-Gitterplatz irrelevant. Eine Coulombabstoffung zwischen Kupfer- und Sauerstoff-Zusténden
wurde in diesem Modell nicht beriicksichtigt. Die Hybridisierung der Cu- und O-Orbitale
benachbarter Plitze wird durch das Transferintegral ¢,; und die der p-Orbitale untereinander
durch t,, Rechnung getragen. Dabei ist ¢,4 der dominierende Term in den CuOz-Ebenen [36].

Die Vorzeichenfaktoren gf‘j und g;; beriicksichtigen die verschiedenen Paritéten +1 der p-
und d- Wellenfunktionen bei Hiipfprozessen. Sie ergeben sich aus der Abb. 2.2.

Die Parameter des Dreiband-Hubbard-Modells sind die Coulomb-Wechselwirkung Uy, die
Differenz der Platzenergien A = €, — €q sowie die Transferintegrale t,q und t,,. Als Ladungs-
transferliicke bezeichnet man den Energieniveau-Abstand zwischen den Zustinden um die
Fermi-Energie, d.h. zwischen dem hochsten besetzen und dem untersten unbesetzten Zustand.
Im Elektronenbild ist die Ladungstransferliicke durch Ect = Uy — A gegeben (im Lochbild
ist Ect = A). In der Literatur ist eine Vielzahl von Parametersétzen diskutiert worden. Ge-

?Eine Erliuterung erfolgt im Laufe dieses Kapitels.
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Abbildung 2.1: Die Energieskalen des Dreiband-Modells im Elektronenbild. €5 und €, > €4 sind die
Platzenergien der Cu- bzw. O-Pldtze. U; bezeichnet die Coulomb-Abstoflung bei Doppelbesetzung
eines Cu-Orbitals. A = €, — €¢g > 0 ist die Energiedifferenz der Platz-Energien von Sauerstoff und
Kupfer. Die Ladungstransferliicke Ect ist die Energiedifferenz zwischen dem obersten besetzten p-
Zustand und dem untersten unbesetzten Zustand im oberen Hubbard-Band. Im Elektronenbild gilt
Ect = Uy — A. Das Fermi-Niveau Er ohne Dotierung bei T' = 0 ist ebenfalls angegeben.

Abbildung 2.2: Anordnung der atomaren Cu-d,>_,> und O-p, ,-Wellenfunktionen mit Phasen in den
CuOqz-Ebenen. Die Einheitszelle besteht — durch die gestrichelte Linie angedeutet — aus einem zentralen
Cu und zwei Sauerstoff-Platzen. €, und €4 bezeichnen die Platzenergien im Dreiband-Modell, ¢, und
tpq sind die hopping-Matrixelemente und Uy stellt die Coulomb-Wechselwirkung dar.

rade die Bestimmung von Uy aus ersten Prinzipien ist problematisch, so dass héufig Uy/tpq
und A/t als freie Parameter an experimentelle Resultate angepafit werden. Wir werden im
weiteren von den folgenden effektiven Parametern ohne explizite Beiicksichtigung von ¢, fiir
das Modellsystem Lag_,Sr,CuO,4 ausgehen [46, 96]:

Ud = 8€V, tpd = 16V, A= €Ep — €4 = 5eV und ECT =3eV. (2.3)

Im wechselwirkungsfreien Fall U; = 0 kann man durch Diagonalisierung im Fourierraum
die Dispersionen der Elektronen in den CuO2-Ebenen bestimmen. Man erhélt drei Bander mit
unterschiedlichem Bindungscharakter, vgl. Abb. 2.3(a). Als bindendes Band bezeichnet man
ein von Cu-Zustidnden dominiertes Band, dem aber aufgrund der Hybridisierung Sauerstoff-
Zusténde beigemischt sind, was zu einer Energieabsenkung fiihrt. Beim antibindenen Band ist
die Situation genau umgekehrt. Es ist von O-Zusténden dominiert, aber die Hybridisierung mit
den Kupfer-Zustéinden fithrt zu einer Energieanhebung. Als nichtbindendes Band bezeichnet
man eine Linearkombination von p-Zustinden, die keinen Uberlapp mit den dy2_,2-Orbitalen
hat und somit auch nicht die Korrelationen der Cu-Elektronen spiirt. Es entkoppelt vom
Restsystem und bildet im Fall ¢,,, = 0 in der Zustandsdichte eine J-Funktion bei €,,.

Der Antiferromagnetismus der undotierten Kuprate ist eine direkte Konsequenz des Super-
austausches [66] der Cu-Spins. Fiir ein Cu-Loch pro Einheitszelle, d.h. bei halber Fiillung,
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kann das Dreiband-Hubbard-Modell durch Stérungsrechnung fiir grofie U/t auf das zweidi-
mensionale Heisenberg-Modell als ein effektives Spin-Modell abgebildet werden [55, 39],

HHeisenberg = Jsx Z S; - Sj- (24>

(6,3)
Die antiferromagnetische Austausch-Kopplung Jy ist in zweiter Ordnung durch virtuelle
Hiipfprozesse und durch die Grofie der Ladungstransferliicke Ecr = Uy — A gegeben [39, 73],

t t
YN YN

Durch die Einbeziehung der Sauerstoff-Platze ist der Austausch von vierter Ordnung im Hop-

Jsm =

(2.5)

ping. Das Heisenberg-Modell wiederum beschreibt sehr gut die Spin-Dynamik der undotierten
Kuprate, vgl. [13].

Mogliche Grundzustdnde des Dreiband-Hubbard-Modells kénnen nach dem Zaanen-Sa-
watzky-Allen-Schema anhand der Parameter U; und Ect klassifiziert werden [48, 52]. Dabei
kann man die folgenden drei Situationen unterscheiden:

e Ein typisches Ubergangsmetall ohne Korrelationen der d-Elektronen fiir den Fall U, = 0.
Die Fermi-Energie liegt im antibindenden Band, siehe Abb. 2.3(a).

e Ein Mott-Hubbard-Isolator fiir den Fall t,,,,t,q < Ug < A.

Fiir das Regime der HT'SL mit A = ¢, — ¢4 > 0 wird das bindende Band von den ener-
getisch niedrigeren Cu-Zustdnden dominiert. An der Fermi-Energie im antibindenden
Band, dem lediglich ein geringer Anteil von Cu-Zustdnden beigemischt ist, verursacht
die starke Coulomb-Abstofiung daher eine kleine Band-Aufspaltung. Aufgrund der Kor-
relationen ist eine (stidrkere) Aufspaltung auch im bindenden Band zu erwarten, siehe
Abb. 2.3(b).

Eine Bandaufspaltung von der Groflenordnung Uy erhélt man fiir das Regime mit
A =€, — €4 <0, in dem die Sauerstoff-Zustidnde energetisch niedriger liegen als die Cu-
Zustinde.? Die Fermi-Energie liegt in der Mott-Hubbard-Liicke zwischen dem unteren
und dem oberen (Cu-dominierten) Hubbard-Band, siehe Abb. 2.3(c).

e Ein Ladungstransfer-Isolator fiir t,,,t,q < Uz und Ug > A. In diesem Regime liegen
die Sauerstoff-Zusténde (~ €,) zwischen den durch die starke Wechselwirkung aufge-
spalteten Hubbard-Béndern (~ €4 bzw. ~ €; + Uy). Ohne Dotierung ist das obere
Hubbard-Band unbesetzt. Ein in das System dotiertes Loch geht vorzugsweise in das
vollbesetzte nichtbindende Sauerstoff-Band, siehe Abb. 2.3(d).

Durch spektroskopische Methoden wurde gezeigt, dass dotierte Locher vor allem auf Sauer-
stoffplétzen lokalisieren [49, 50, 51]. Auch die orbitale Zusammensetzung der Bénder ober-
halb und unterhalb der Bandliicke weist darauf hin, dass es sich bei den Kupraten um
Ladungstransferisolatoren handelt [35]. Das Dreiband-Hubbbard-Modell mit Parametern im
Ladungstransfer-Regime U; > A bildet daher unseren Ausgangspunkt fiir eine theoretische
Beschreibung der CuOz-Ebenen.

3Durch die Verwechslung von Elektron- und Lochbild ist diese Situation im Review von Brenig [52] filsch-
licherweise mit dem Kuprat-Regime identifiziert worden.
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Abbildung 2.3: Das Zaanen-Sawatzky-Allen-Schema fiir das Einteilchen-Spektrum von Ubergangs-
metall-Verbindungen mit Elektronenbesetzung: (a) Metall. Das bindende (B) und das nichtbindende
(NB) Band sind vollbesetzt. Das antibindende (AB) Band ist nur halbgefiillt. (b) Mott-Hubbard-
Isolator mit A = €, — eq > 0. Die starke Wechselwirkung der Cu-Elektronen verursacht lediglich eine
kleine Aufspaltung des antibindenden Bandes. Der gréfiere Anteil der Cu-Zustédnde im bindenden Band
ist durch die stérkere Band-Aufspaltung erkennbar. (¢) Mott-Hubbard-Isolator mit A = ¢, —eq < 0. In
diesem Regime liegen die Sauerstoff-Zusténde energetisch unterhalb des Cu. Das vom Cu dominierte
energetisch hoher liegende Band spaltet in ein unteres (LHB) und ein oberes (UHB) Hubbard-Band
auf. Die Mott-Hubbard-Energieliicke ist von der GréBenordnung Uy. (d) Ladungstransferisolator. Die
Cu-Zusténde liegen unter- und oberhalb der Sauerstoff-Zustdnde. Die Ladungstransferliicke Ecr trennt
den obersten besetzten p-artigen Zustand und den untersten unbesetzten d-artigen Zustand.
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Zhang und Rice [72] haben den Fall €, > €4 betrachtet, in dem dotierte Locher Sauerstoff-
Pldtze besetzen. Sie haben angenommen, dass sich ein Loch auf die vier, einen Cu-Platz
umgebenden Sauerstoff-Plitze verteilt und dass die vier p-Orbitale einen symmetrischen oder
antisymmetrischen Zustand bilden. In ihrer Arbeit haben sie in 2. Ordnung Stérungsrechnung
gezeigt, dass fiir den symmetrischen Zustand der Singulett-Zustand mit dem zentralen Cu?*-
Ton energetisch giinstiger als der Triplett-Zustand ist. Der antisymmetrische, nichtbinden-
de Zustand liegt energetisch zwischen Singulett und Triplett. Beschrinkt man sich auf den
Singulett-Unterraum, so ist das Hinzufiigen eines Loches im p-Band gleichwertig mit dem
Entfernen eines Cu-Spins aus dem Gitter. Dadurch kann man die Abbildung auf ein effekti-
ves Einband-Modell ohne explizite Beriicksichtigung der Sauerstoff-Zustéinde vornehmen.* Ob
die Beschrinkung auf ein Einband-Modell im Fall der Kuprate gerechtfertigt ist, ist in der
Literatur umstritten [28, 53, 54, 55]. Die deutliche Asymmetrie des Phasendiagramms von
Loch- und Elektronendotierung legt nahe, dass man mit diesem Bild vorsichtigt sein sollte.
Allerdings waren bis vor kurzem nur Experimente an unterschiedlichen Materialien moéglich.
Durch neueste Experimente von Schon et al. konnte diese Asymmetrie der Dotierung aber
auch anhand derselben Probe gezeigt werden [29)].

2.2 Einband-Hubbard-Modell

Folgt man der Argumentation von Zhang und Rice [72], so ist die Beschréinkung auf ein
effektives Finband-Modell moglich. Obwohl dieses Vorgehen — wie erwéhnt— umstritten ist,
besitzt ein einfacheres Modell wie z.B. das Einband-Hubbard-Modell eine hohe Attraktivitit®
und wurde auch intensiv in der Literatur untersucht. Wir betrachtet deshalb in dieser Ar-
beit ebenfalls das Finband-Hubbard-Modell [40], das durch den folgenden Gitterhamiltonian
definiert ist,

Hig = —t Z (cjgcjg + h.c.) + UzniTnil- (2.6)

(i), 0 i

Der Gitterplatz ¢ = (i, i) auf einem zweidimensionalen Quadratgitter beschreibt ein einzel-
nes Atom-Orbital mit der Platzenergie ¢; = 0. Das Orbital kann maximal durch zwei Fermio-
nen mit verschiedenen Spins besetzt sein. Der Operator ¢;, vernichtet ein Elektron am Gitter-
platz ¢ mit Spin ¢. Die Summen laufen {iber alle Gitterplétze ¢ und iiber die z-Komponente
des Spins, o = (1, ]). Der erste Term beschreibt das Hiipfen der Teilchen von einem Platz zu
einem anderen mit der Amplitude ¢;; = (i|T'|j ). Es ist beschréankt auf Hiipfprozesse zwischen
ndchsten Nachbarn, notiert durch (ij). n,, = czgcw ist der lokale Dichteoperator mit der
Spinkomponente o. Der zweite Term beschreibt die effektive Coulomb-Wechselwirkung, die
auf den fithrenden onsite—Anteil U;; = U beschrankt ist. Die Parameter des Hubbard-Modells
sind das Verhéltnis U/t und die Anzahl N, der Teilchen im System.

“Dabei konzentrieren wir uns im néchsten Abschnitt auf das Einband-Hubbard-Modell. Fiir den Fall star-
ker Kopplung kann man daraus noch das t-J-Modell erhalten, das sich wiederum ohne Dotierung auf das
Heisenberg-Modell reduziert.

5Das Hubbard-Modell als das “klassische” Modell stark wechselwirkender Elektronen ist natiirlich a priori
ein faszinierendes Studienobjekt.
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Durch die Coulomb-Wechselwirkung wird das Band in ein unteres und oberes Hubbard-
Band aufgespalten. Die Bénder sind durch das Mott-Hubbard-Gap getrennt. Das p-Band des
Dreiband-Modells kann dadurch auf das untere Hubbard-Band des Einband-Modells abgebil-
det werden und entsprechend wird das UHB durch das obere Hubbard-Band im Einband-Fall
dargestellt. Die Ladungstransferliicke von Fct = Ug— A des Dreiband-Modells wird durch die
Hubbard-Wechselwirkung U simuliert. Wir betrachten daher vor allem den Parameterbereich
mittlerer Kopplung, d.h. U/t ~5...10.

2.3 Spin-Fermion-Modell

Nimmt man nicht das Bild von Zhang und Rice, sondern das physikalischere Dreiband-Modell
als Ausgangspunkt fiir ein einfaches, effektives Modell, so kann man im Grenzfall starker
Kopplung Uy > t,q das Spin-Fermion-Modell herleiten, indem man das Hiipfen als Stérung
bis zur vierten Ordnung behandelt [57, 56, 55]. In diesem Grenzfall ist eine Lochbesetzung
von Cu-Pliatzen sehr ungiinstig, so dass die Cu-Ladungsfreiheitsgrade nicht mehr explizit
eingehen. Man erhélt dadurch einen Hamiltonian, der nur noch das O-O-Hopping und die
magnetischen Wechselwirkungen der Sauerstoff- mit den Cu-Spins enthélt:

Hsrp = Epzpjgp]o+ Z tjj/p]o-ij (2'7)
Jji'€{i}
+Z S JESi g aspist Jx Y Si Sy (2.8)
i gj'e{i} (3,3")

Der erste Term definiert das Energieniveau €, der Sauerstoff-Orbitale. Der kinetische Term
enthélt sowohl O—O-Hopping als auch effektive, iiber Cu-Plétze vermittelte Hiipfprozesse. Der
dritte Term beschreibt die Kopplung der Cu-Spins mit den umliegenden Sauerstoff-Spins auf-
grund von Lochdotierung. Dabei ist o der Vektor der Pauli-Matrizen. Die Cu-Spins werden
weiterhin durch den antiferromagnetischen Heisenberg-Hamiltonian erfait. Die Phasenfakto-
ren der d- und p-Orbitale sind in ¢;;; und Jgf-j, enthalten, vgl. Abb. 2.2. Die Summen laufen
sowohl iiber p,- als auch {iber p,-Zustinde.

Eine alternative Herleitung des Spin-Fermion-Modells aus dem Dreiband-Modell wurde
kiirzlich von Timm [73] im Funktionalintegral-Formalismus vorgenommen. Um die Ladungs-
freiheitsgrade auszuintegrieren, fithrt man zur Hubbard-Stratonovich-Entkopplung [58, 59] des
Wechselwirkungsterms ein Vektorhilfsfeld als lokale Spin-Quantisierungsachse ein [60]. Die
Cu-Ladungsfreiheitsgrade kann man in einer Sattelpunktsndherung ausintegrieren, wobei die
Kopplung an die anderen Felder (p-Fermionen, Hubbard-Stratonovich-Felder) durch eine Ku-
mulantenentwicklung behandelt wird. Fiir eine grofie Coulomb-Wechselwirkung U liegen die
Cu-Béander energetisch weit auseinander, so dass die Cu-Zustéinde ndherungsweise instan-
tan relaxieren. Dadurch kann man die Zeitdifferenz in den externen Feldern vernachléssigen.
Das effektive, Cu-vermittelte Hiipfen bis zur zweiten Ordnung besteht aus zwei Kanélen: in-
direktes O—O-Hiipfen kann ohne oder mit Spin-Flip verbunden sein. Integriert man in der
resultierenden effektiven Wirkung weiterhin die bindenden Sauerstoff-Freiheitsgrade aus und
betrachtet die Kopplung an die Cu-Spins bis zur vierten Ordnung, reduziert sich die Spin-Spin-
Wechselwirkung im dotierungsfreien Fall im statischen Limes auf den antiferromagnetischen
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Superaustausch der Form (2.5). Neben der Aquivalenz zum Spin-Fermion-Modell in Gl. (2.7)
wird dadurch ein Doppelzihlungsproblem in dem oberen Ausdruck deutlich: Der Heisenberg-
Term ist bereits in der Spin-Spin-Wechselwirkung enthalten, so dass er nicht zuséatzlich explizit
mitgenommen werden mu#f.

Die Dotierung von Lichern hat einen paramagnetischen Sauerstoff-Spin zur Folge, der fiir
einen starken ferromagnetischen Cu- Austausch sorgt. Dieses Verhalten werden wir im Kapitel
3 fiir eine einfache Erweiterung des antiferromagnetischen Heisenberg-Hamiltonians auf den
Fall von Lochdotierungen benutzen, in dem die dotierten Locher am Sauerstoff durch eine

ferromagnetische Kopplung der Cu-Spins simuliert werden.



Kapitel 3

Monte-Carlo-Simulation eines
Heisenberg-Modells mit einzelnen
ferromagnetischen Bindungen

Wir gehen von dem Bild aus, dass in die CuOs-Ebenen dotierte Locher vor allem Sauerstoft-
Pldtze besetzen und dort den antiferromagnetischen Superaustausch der Cu-Spins frustrieren.
Die Wechselwirkung der dotierten Loécher mit den Cu-Spins fithrt zu einer starken ferroma-
gnetischen Kopplung der Cu-Spins auf einzelnen Bindungen [25, 28]. Wir betrachten in diesem
Kapitel ein um diesen Effekt erweitertes zweidimensionales Heisenberg-Modell. Dieses Vorge-
hen ist durch das Spin-Fermion-Modell (siche Abschnitt 2.3) motiviert, das eine Reduzierung
des Dreiband-Hubbard-Modells auf eine effektive Spin-Kopplung erlaubt. Vor kurzes haben
Kriiger und Scheidl [61] ebenfalls ein Heisenberg-Modell mit zufilligen ferromagnetischen
Bindungen, allerdings ohne Beriicksichtigung der Anisotropie (s.u.) untersucht.

Mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation untersuchen wir, ob ein Vortex-Antivortex-Paar
ein stabiler Grundzustand des mit zwei Léchern dotierten Modells ist. Weiterhin erweitern wir
das Modell, um den EinfluBl der Dzyaloshinskii-Moriya- (DM-) Anisotropie auf eine Vortex-
Spinstruktur zu untersuchen. Diese Anisotropie induziert eine leichte Ebene, die den Ord-
nungsparameter effektiv auf zwei Komponenten einschrinkt und Vortizes in dem System
stabilisiert.

Nach einer kurzen Zusammenfassung iiber die mikroskopische Form der DM-Kopplung,
bei der wir uns auf die orthorhombische Phase von LasCuQy4 beschrianken, stellen wir im
zweiten Abschnitt unser Modell und die benutzte Monte-Carlo-Methode vor. Abschlielend
werden die Ergebnisse préasentiert und diskutiert.

3.1 Mikroskopischer Ursprung der Anisotropie
Experimente mit undotiertem LasCuOy4 haben gezeigt, dass die CuO2-Ebenen neben der star-

ken antiferromagnetischen Kopplung zusétzlich iiber ein kleines ferromagnetisches Moment
verfiigen [69]. Dzyaloshinskii [62] hat vor ca. 40 Jahren darauf hingewiesen, dass das Auftre-



22 MC-Simulation eines Heisenberg-Modells mit ferromagnetischen Bindungen

Abbildung 3.1: Kristallstruktur von undotiertem LayCuQOy. Die Pfeile zeigen die kleine Kippung der
CuO-Oktaeder an. Die Abb. ist aus Endoh et al. [71] entnommen.

ten von schwachem Ferromagnetismus in einem antiferromagnetischen Material durch eine
antisymmetrische Spin-Spin- Wechselwirkung der Form D - S; x S; beschrieben werden kann.
Moriya hat in seiner Arbeit [63] diese Wechselwirkung mikroskopisch hergeleitet, indem er in
Storungsrechnung zusétzlich zum isotropen Anderson-Superaustausch [66] eine weitere Ord-
nung aufgrund der Spin-Bahn-Wechselwirkung beriicksichtigt. Diese Korrektur ist anisotrop
und linear in der Spin-Bahn-Kopplungsstérke.

Fiir undotiertes LaoCuOy4 haben Coffey et al. [64, 65] unter Beriicksichtigung von Kristall-
effekten und der Spin-Bahn-Kopplung einen Spin-Hamiltonian der Form bestimmt:

H:Z<Jsxsi'sj+Dij’(Si XS]')). (31)
(ig)
Der erste Term beschreibt den gewohnlichen antiferromagnetischen Superaustausch mit Jg
zwischen Kupfer-Spins. Die DM-Anisotropie ist durch den zweiten Term gegeben. Eine kon-
stante Kopplung D kann den schwachen Ferromagnetismus nicht erkliren [65]. Stattdessen
ist der anisotrope Austausch bindungsabhdngig.

Die Form der Anisotropie hingt sehr empfindlich von der Kristallstruktur ab. In undotier-
tem LaoCuQy, findet ein Phaseniibergang von einer tetragonalen zu einer orthorhombischen
Phase bei einer Temperatur ~ 500K statt. Beim Ubergang kippen die CuO-Oktaeder al-
ternierend um ca. 0.027rad in die (110) Richtung, vgl. die Abb. 3.1. Dadurch wird eine
kleine “Faltung” der CuOz-Ebenen verursacht [70]. Fiir die mikroskopische Form der D;; be-
schréanken wir uns auf die orthorhombische Phase von LagsCuQy, die den fiir die Supraleitung
interessanten Teil des Phasendiagramms abdeckt. Die Kippung der Oktaeder als Projektion
auf die CuOo-Ebene ist in der Abb. 3.2 dargestellt. Die Stéarke der DM-Wechselwirkung héngt



3.1 Mikroskopischer Ursprung der Anisotropie 23

Abbildung 3.2: Die Projektion der Oktaeder auf die CuOz-Ebene fiir die orthorhombische Phase von
LayCuQy. Die offenen Kreise symbolisieren Sauerstoff-Atome, die gegen die Cu-Ebene nach oben ge-
kippt sind. Die schwarzen Kreise stellen entsprechend nach unten gekippte Sauerstoff-Atome dar. Die
gestreift gezeichneten Kreise stellen Cu-Atome dar. Die Pfeile geben die Projektion der aniferroma-
gnetischen Ordnung der Cu-Spins an. Die Abbildung ist entnommen aus [65].

linear von der Kippung der Oktaeder ab. Die Form der Kopplungskonstanten lassen sich auch
aus der Kristallsymmetrie durch die Bedingung bestimmen, dass unter Kristallsymmetrie-
Transformationen die Konfigurationsenergie der Spins invariant sein mufl [65]. Das Ergebnis
fiir die LTO-Phase von LasCuQOy4 lautet [67]:

Disz = D=(0,D,0), (3.2)
D,y = D'=(-D,0,0). (3.3)

Die Bezeichnungen der Bindungen entnehme man den Abbildungen 3.2 und 3.3. Ebenfalls aus
Symmetriegriinden wechselt die Vektorkopplung auf den Bindungen alternierend das Vorzei-
chen [65]. Die Konstante D kann aus mikroskopischen Parametern und in Ubereinstimmung
mit Experimenten [68] bestimmt werden zu

| Dij

UYL — const ~ 3.5 x 1075, (3.4)
Jeff

Diese Beziehung gilt fiir eine effektive Kopplung der Cu-Spins Jeg, d.h. sowohl fiir den Supe-
raustausch Jg als auch einen ferromagnetischen Austausch [73].

Um die Anisotropie in Gl. (3.1) zu verstehen, betrachte ich den folgenden Hamiltonian
fiir zwei Bindungen (vgl. Abb. 3.2)

Happ = Dap-SaxSp+Dyp-S4xSp. (3.5)

Da Sp und Sp zum gleichen Untergitter des Antiferromagneten gehéren, kann man den
Ausdruck vereinfachen zu

Happ = (Dap+ Dap) - (Sa x Sp). (3.6)
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Abbildung 3.3: Darstellung der Bindungsabhéngigkeit der Vektorkopplungskonstanten D;; auf dem
Quadratgitter in der CuOs-Ebene fiir die orthorhombische Phase von LasCuQy4. Die Kopplungen wech-
seln fiir aufeinanderfolgende Bindungen in @- bzw. y-Richtung das Vorzeichen. Abbildung entnommen
aus [64].

Um vom Superaustausch energetisch maximal zu profitieren, miissen die Vektoren antipar-
allel zueinander orientiert sein. Durch das Kreuzprodukt ist die Ebene senkrecht zu D 25 +
D ,p ausgezeichnet, in der die Spins liegen miissen. Diese leichte Ebene nennt man auch
Dzyaloshinskii-Moriya-Ebene. Die alternierenden D bewirken, dass fiir den Ausdruck D ap +
D 4p ebenfalls das Vorzeichen alterniert.

In der Néel-Ordnung stehen S 4 und S antiparallel zueinander, so dass das Kreuzprodukt
der Spins 0 ergibt. Eine kleine Kippung der Untergitter zueinander um den Winkel ¢ (bzw.
—¢) in der DM-FEbene 1a83t sie von der DM-Anisotopie profitieren. Die starke antiferromagne-
tische Kopplung ist ndmlich proportional zu S;-§; ~ 1 — a?/2, so dass fiir kleine Winkel der
lineare Zuwachs an DM-Energie die Abnahme an antiferromagnetischer Kopplung iiberwiegt.
Die alternierende Form der D;; ist dafiir verantwortlich, dass sich in einer CuOy ein kleines
ferromagnetisches Moment bildet.

Coffey et al. [64] geben den Zusammenhang von der Kopplungsstéirke |D| = D und dem
Kippungswinkel ¢ zwischen den Spins an:

¢ = %tan_l <W2LJX> (3.7)

Diese Beziehung werden wir in der Simulation fiir eine Néel-Ordnung und eine Vortex-
Konfiguration iiberpriifen.

Die Richtung des Moments in der DM-Ebene ist nicht ausgezeichnet. In realen Systemen
ist die Rotationsinvarianz aber aufgrund einer schwachen Zwischenschicht-Kopplung aufgeho-
ben. Diese Kopplung ist antiferromagnetisch, so dass die kleinen ferromagnetischen Momente
der Schichten antiparallel zueinander orientiert sind.
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3.2 Modell und numerische Methode

Fiir ein einfaches Modell gehen wir von einem zweidimensionalen Quadratgitter von klas-
sischen! Heisenberg-Spins aus. Die Spins konnen sich also in eine beliebige Raumrichtung
orientieren und sind dabei antiferromagnetisch gekoppelt. Die Spins stellen die Cu-Spins in
der CuOs-Ebene dar. Bei der Dotierung von Lochern werden vor allem Sauerstoff-Plitze be-
setzt, die den antiferromagnetischen Cu-Austausch frustrieren. Diesen Effekt simulieren wir
durch ferromagnetische Kopplungen der Cu-Spins auf diesen Bindungen, auf denen die Lécher
lokalisiert sind. Motiviert ist diese Annahme durch das von Timm und Bennemann [25] bzw.
Aharony et al. [28] vorgeschlagende physikalische Bild, sowie durch das in dem Theorie-Kapitel
2 eingefiithrten Spin-Fermion-Modell.

3.2.1 Spin-Hamiltonian des Modells

Wir gehen von einem Spin-System aus, das durch den folgenden Hamiltonian definiert ist,

H= Z JxSi - Sj + Z Dz‘j . (Sz X S]) + Z(me — Jsx)Si . Si—i—ft- (38)
() (1,5 g

Der erste Term ist von der Form eines Heisenberg-Hamiltonians und beschreibt den anti-
ferromagnetischen Superaustausch (Jg > 0) zwischen benachbarten Spins (7, j). Der zweite
Term beriicksichtigt die im letzten Abschnitt diskutierte Dzyaloshinskii-Moriya-Anisotropie.
Der dritte Term beschreibt ferromagnetische Bindungen (Jg, < 0) in 2-Richtung zwischen r;
und 7, 5, die durch die Dotierung von Lochern in das System eingebracht werden. Die Spins
S werden als klassische (Heisenberg-)Spins der Linge S = 1/2 angenommen.

3.2.2 Monte-Carlo-Methode, Parameter und Randbedingungen

Um das Energie-Minimum einer Konfiguration zu bestimmen, benutzen wir den Metropolis-Al-
gorithmus. Per Zufallsgenerator wird ein Gitterplatz gewéhlt, fiir den die Variation der Spin-
Richtung ebenfalls durch Zufall bestimmt wird. Die Winkelfluktuationen sind gaufverteilt
und werden durch die Breite o der Verteilung festgelegt. Wir betrachten vor allem kleine
Winkelfluktuationen. Eine neue Spinkonfiguration wird angenommen, falls sie energetisch
giinstiger als die vorherige ist. Ansonsten erfolgt die Annahme mit einer Boltzmann-verteilten

Wahrscheinlichkeit
p= e_(E“e“_E““)/kBT, (3.9)

die durch die Temperatur T' gesteuert wird. Man kann zeigen, dass dieses Verfahren gegen
den Gleichgewichtszustand bei T" konvergiert [74].

Die DM-Wechselwirkung ist eine Wechselwirkung im Spinraum und damit unabhéngig
vom Ortsraum. Wir betrachten im folgenden Spinkonfigurationen in der leichten Ebene, der
sog. DM-Ebene.? Die DM-Vektoren werden fiir die Simulation und die einfache Auswertung

'Die Spins werden als Vektoren mit einer festen Linge behandelt, die bzgl. einer festen Achse eine kontinu-
ierliche Einstellung annehmen diirfen. Man nimmt also den Grenziibergang S — oo bei konstanter Kopplung
J82 vor.

?Das 2D-Heisenberg-Modell kann mit einer beliebigen leichten Ebene ausgestattet werden.
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so gewahlt, dass die DM-Ebene durch die zy-Ebene gegeben ist. Die Vektorkopplungen haben
fiir diesen Fall die Form

D:D(i ! ) (3.10)

1 1
72" v8) "

Neben der Gittergrofle IV, der Temperatur 7' und der Winkelverteilung der Fluktuationen

D’:D(

o, dienen die Kopplungsstarken Jgs, Jgn und D als Parameter. Zu beachten ist, dass der
ferromagnetische Austausch Jg, das entgegengesetzte Vorzeichen von Jg hat und der DM-
Vektor auf diesem Bond in die entgegengesetzte Richtung weist. Das Verhéltnis bleibt aber
konstant [73]. Fiir eine Austauschkopplung von Jg ~ 1400 K ist D ~ 4.9K.

Die Randbedingungen sind bei topologischen Defekten wie z.B. Vortizes von Bedeutung.
Ein einzelner Vortex hat eine hohere Energie als ein windungsfreier Zustand mit Windungs-
zahl 0. In einem System mit freien Randbedingungen ist er folglich nicht stabil. Periodische
Randbedingungen kommen aus topologischen Griinden ebenfalls nicht in Betracht. Es sind
deshalb neben freien Randbedingungen die zwei Moglichkeiten vorgesehen:

e fester Rand — die Randspins werden in ihrer Anfangskonfiguration festgehalten.
e halbfreier Rand — die Spins konnen nur in der DM-Ebene variieren.

Die Simulation auf einem endlichen Gitter hat finite-size- Effekte zur Folge, die im Abschnitt
3.3.1 abgeschétzt werden.

Die Monte-Carlo-Methode folgt einem Pfad durch den Konfigurationsraum. Die Abbruch-
bedingung fiir den Relaxationsprozef} ist bei dieser Methode nicht befriedigend zu handhaben.
Der Abbruch bei dem “richtigen”, d.h. globalen Minimum in einer Landschaft mit vielen loka-
len Minima ist schlecht zu kontrollieren, so dass wir die Relaxation nach einer festen Anzahl
von Durchldufen abbrechen miissen. Eine Abhéngigkeit von der Anzahl der Durchldufe muf3
fiir den Einzelfall kontrolliert werden. Eine Technik, um diesen Prozefl zu verbessern, ist die
Steuerung der Akzeptanzrate. Bei dieser Art von “Simulated Annealing” reduzieren wir die
Temperatur 7" wiahrend der Relaxation.

3.3 Ergebnisse

3.3.1 Finite-size-Effekte

Um die Randeffekte aufgrund des endlichen Gitters zu untersuchen, wurde die Gitterlénge
N des N x N-Gitters im Bereich N = 30...150 variiert. Es wurde zunéchst ein Vortex als
Startkonfiguration benutzt, dessen Spins um den Kern in der Simulation in die z-Richtung
herausdrehen. Die Auftragung von |S,| iiber dem Gitterplatz zeigt einen Abfall von S, zum
Rand hin. Als Beispiel ist die Kurve fiir ein 50 x 50-Gitter in Abb. 3.4 dargestellt. Die Aus-
wertung ergab, dass S, auf einer Langenskala von ungefihr 30 Gitterpunkte exponentiell
vom Mittelpunkt in das statistische Rauschen abfillt. Ein Gitter von N > 50 sollte daher
ausreichen, um unabhéngig von Randeffekten zu sein. Fiir numerische Ergebnisse haben wir
Gittergroflen von N = 150 benutzt, auf denen wir Vortexzentren bis zu einem Abstand von
ca. 100 Gitterkonstanten untersuchen konnten.
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Abbildung 3.4: Fiir ein 50 x 50-Gitter ist der Betrag der z-Komponenten des Spins eines Vortex iiber
der Gitterachse i, dargestellt. Im Vortex-Zentrum ¢, =~ 25 ist der Spin vollstdndig in z-Richtung
ausgerichtet. S, fallt exponentiell zum Rand hin ab. Die Untersuchung verschiedener Gittergréfien hat
gezeigt, dass der Abfall auf ~ 30 Gitterkonstanten (GK) stattfindet.

3.3.2 Antiferromagnetismus und DM-Wechselwirkung

Ohne Lochdotierung zeigt das Modell wie erwartet den Grundzustand eines (klassischen) An-
tiferromagneten. Die Spins ordnen sich auf zwei Untergittern zur Néel-Ordnung. Bei einer
Temperatur T ~ Jg, beobachtet man den Phaseniibergang. Beide Zusténde sind zur Ver-
anschaulichung in Abb. 3.5 dargestellt. Die DM-Anisotropie bricht die Rotationsinvarianz
des Systems. Die Ausrichtung erfolgt in der leichten Ebene. Der Zusammenhang zwischen
DM-Kopplungsstéirke D und des relativen Kippungswinkels zwischen Anfangs- und Endkon-
figuration nach Gl. (3.7) konnte in sehr guter Ubereinstimmung bestétigt werden. Vergleiche
dazu die Abb. 3.6.

3.3.3 Der Einflul der DM-Anisotropie auf einen Vortex

Um den Einflufl der DM-Wechselwirkung auf eine Vortex-Konfiguration zu verstehen, haben
wir bei halbfreien Randbedingungen den relativen Winkel zwischen der Startkonfiguration
und der relaxierten Konfiguration in Abhéngigkeit von der Kopplungsstiarke untersucht. Da-
bei ging es “nur” um eine quantitative Bestétigung der Winkelabhéngigkeit, da die Vortex-
konfiguration nur durch die Wahl der geeigneten Randbedingungen stabilisert werden kann.
Die Gleichung (3.7) konnte auch fiir einen Vortex bestitigt werden, sieche Abb. 3.6. Die Unter-
gitter sind also auch fiir eine Vortex-Konfiguration durch die DM-Anisotropie um den Winkel
¢ zueinander in der DM-Ebene gekippt. Dabei habe ich vier relaxierte Konfigurationen mit
unterschiedlicher Schrittzahl gemittelt, um den statistischen Fehler zu reduzieren. Die Werte
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Abbildung 3.5: (links) Aus einer zufilligen Startkonfiguration ordnet sich das System in der Monte-
Carlo-Simulation antiferromagnetisch. Die Spins liegen hauptséchlich in der leichten zy-Ebene, die
hier dargestellt ist. Der Anteil der Anisotropie an der Konfigurationsenergie ist in diesem Fall von
der GroBenordnung 1076, Durch den Einflul der DM-Anisotropie verschwindet die z-Komponente fiir
T — 0. Um diesen Effekt beobachten zu kénnen, wurde ein Verhéltnis von T'/Jg = 10~7 gewihlt.
(rechts) Die Néel-Ordnung als Startkonfiguration geht bei T/ Js = 1 in einen ungeordneten Zustand
iiber. Dargestellt ist die Projektion in die xy-Ebene.

streuten nicht stark, es gab aber drei “Ausreifler”, die durch die Mittelung in ihrem Gewicht
reduziert wurden. Der Kippungswinkel wurde aus dem Betrag der Differenz zweier relazierter
Konfigurationen bestimmt, wobei eine Konfiguration ohne Anisotropie gerechnet wurde, da
die vorgegebene Vortex-Startkonfiguration am Anfang der Relaxation noch durch sehr kleine
Winkelédnderungen korrigiert wird.

Dass die Winkel in einer Vortex-Struktur viel stdrker als im Néel-Zustand fluktuieren, sieht
man anhand des Falles D — 0. Der Abb. 3.6 kann man entnehmen, dass die Winkelénde-
rungen in der Néel-Ordnung gehen 0 tendiert, wihrend zwei Vortex-Konfigurationen auch
ohne Anisotropie um einen sehr kleinen Winkel gegeneinander verkippt sind. Da der Betrag
des Winkels berechnet wurde, spiegeln sich in diesem Fall die thermischen und statistischen
Schwankungen der Monte-Carlo-Methode bei wider.

3.3.4 Vortex-Antivortex-Paare

Wir betrachten nun Vortex-Antivortex-Paare, die als topologische Anregungen aus dem ho-
mogenen, windungsfreien Grundzustand entstehen koénnen (vgl. den Anhang A). Die zwei
Vortex-Zentren liegen auf den ferromagnetischen Bindungen. Zunichst analysieren wir die
Anfangskonfiguration des Paares. In einem zweiten Schritt untersuchen wir durch Relaxation
die Stabilitét des Paares bzw. den Grundzustand des Modells aus Gl. (3.8). Das Vortex-
Antivortex-Paar kann aus dem windungsfreien Zustand durch stetige Verformung erzeugt wer-
den, so dass freie Randbedingungen moglich wéren. Damit die Startkonfiguration aber in der
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Abbildung 3.6: Der Kippungswinkel ¢ iiber der Kopplungsstirke der DM-Anisotropie. Die Theorie-
Gerade ist gegeben durch Gl. (3.7). Die Kreise stellen die Kippung bei einer Relaxation in eine antifer-
romagnetische Ordnung dar. Die Quadrate bezeichnen die Relaxation der Vortexkonfiguration. Sowohl
der Antiferromagnet als auch die Vortex-Konfiguration bestitigen die Theorie durch sehr gute Uber-
einstimmung. Bei der Vortexkonfiguration ist iiber vier verschiedene Relaxations-Konfigurationen mit
unterschiedlicher Schrittzahl gemittelt worden.

leichten Ebene bleibt, mufl die Temperatur 7" in der gleichen Gréflenordnung wie die sehr klei-
ne Anisotropie liegen. Deshalb haben sich halbfeste Randbedingungen als geeigneter fiir die Si-
mulation herausgestellt. Die Anisotropie wird als kleiner Beitrag weiterhin mitgenommen. Im
folgenden legen wir die Parameter relativ zu Jg fest mit Jey, /Jsx = —4 und D/ Jg = 3.5% 1073
fest. Die Temperatur als Parameter wurde im Bereich 7'/ Jg ~ 1073...1077 variiert. Weiter-
hin haben wir Jg mit einem Faktor 1000 skaliert.

Die Konfigurationsenergie eines Vortex-Antivortex-Paares ist logarithmisch vom Abstand
der Zentren abhéngig, siehe Gl. (A.12) im Anhang. In Abb. 3.7 wird dies fiir das Gitter-Spin-
Modell bestétigt. Fiir grofle Vortex-Absténde weicht das System allerdings leicht ab, was durch
finite-size- Effekte verursacht ist. Abweichungen durch die Diskretheit des Gitters insbeson-
dere fiir kleine Absténde sind aber sehr gering. Als “offset” wurde die Konfigurationsenergie
des Antiferromagneten abgezogen. Der Vorzeichenwechsel in der Abb. 3.7 ist abhéngig von
der Stérke der ferromagnetischen Kopplung Jg,, da dieser Parameter die Energie der antifer-
romagnetischen Ordnung zu héheren Energien verschiebt, wihrend die Vortex-Konfiguration
Bindungsenergie gewinnt.

Der Vorfaktor in Gl. (A.12) ist exakt bei grofien Absténden fiir ein unendlich grofies Gitter
bzw. ein Kontinuum. Mit einem Superaustusch von Jg = 1000K ergibt sich [101]

sx ; 1
2C = 21JS% = % ~ I5T0K  fiir § = . (3.11)

Die Auswertung der Kurve in Abb. 3.7 ergibt eine Steigung von 1305.3 K, die in der Gréfien-
ordnung des exakten Resultats in Gl. (3.11) liegt. Die Abweichung von dem analytischen
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Abbildung 3.7: Die Konfigurationsenergie eines Vortex-Antivortex-Paares iiber dem Abstand der
Vortex-Kerne bzw. iiber dem log des Kern-Abstandes. Die Kurve wurde mit einem Logarithmus “ge-
fittet”. Die Energieskala ist relativ zur Konfigurationsenergie der antiferromagnetischen Ordnung mit
ferromagnetischen Bonds gewéhlt. Es wurde ein 150 x 150-Gitter benutzt.

Ergebnis ist auf die Endlichkeit des Gitters zuriickzufithren, da eine Vortex-Konfiguration
eine langreichweitige Ausrichung induziert.

Durch Relaxation soll die Stabilitdt des Vortex-Antivortex-Paares untersucht werden.
Die Monte-Carlo-Simulation ergibt, dass das langreichweitig geordnete Paar in eine ande-
re, energetisch giinstigere Konfiguration iibergeht. Das Vortez-Antivortex-Paar ist also kein
stabiler Grundzustand des betrachteten Spin-Modells. Die Energiedifferenz zwischen Vortex-
Konfiguration und relaxiertem Grundzustand ist in Abb. 3.8 dargestellt. Man entnimmt der
Abbildung, dass die Grundzustandsenergie bereits ab einem Abstand der ferromagnetischen
Bindungen von ca. 10 Gitterkonstanten nicht mehr vom Abstand abhéngt. Das Paar als auch
die relaxierte Losung hingen gleichermafien von der Stérke der ferromagnetischen Kopplung
Jim ab. Beide gewinnen durch eine ferromagnetische Parallelstellung der Spins Energie, so dass
das Resultat unabhdingig von der Stdrke der ferromagnetischen Kopplung ist. Bei der relaxier-
ten Konfiguration sind die Auswirkungen der ferromagnetischen Bonds auf die Umgebung
starker lokalisiert als beim Paar. In Abb. 3.9 ist beispielhaft das Paar als Startkonfiguration
sowie der relaxierte Grundzustand auf einem 14 x 14-Gitter mit einem Abstand der ferroma-



3.3 Ergebnisse 31

gnetischen Bindungen von fiinf Gitterkonstanten zu sehen. Im Grundzustand stellen sich die
ferromagnetisch gekoppelten Spins in der leichten Ebene senkrecht zur antiferromagnetischen
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Abbildung 3.8: (oben) Grundzustandsenergie mit den Standardparametern der relaxierten Konfigu-
ration iiber dem Abstand der zwei ferromagnetischen Bindungen. Die Skala wurde relativ zur Energie
fiir den minimalen Abstand von einer Gitterkonstanten gewihlt, Eqz(r = 1). Man sieht, dass die
Energie ab ca. 10 Gitterkonstanten unabhingig vom Abstand der Bindungen ist. (unten) Energie von
Vortex-Antivortex-Konfiguration relativ zum Grundzustand. Die positive Energie fiir alle Abstédnde
bedeutet, dass das Vortex-Antivortex-Paar kein stabiler Zustand des betrachteten Modells ist. Die
Energiedifferenz ist unabhdngig von der Stirke der ferromagnetischen Kopplung, da beide Konfigu-
rationen gleichermaflen von Jg, profitieren. Die Steigung von 1289K spiegelt die bekannte Steigung
der Vortex-Wechselwirkung aus Abb. 3.7 wider, da der Grundzustand gegen eine Konstante tendiert.
Beide Konfigurationen sind fiir ein kleineres Gitter in Abb. 3.9 beispielhaft gegeniibergestellt.
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Abbildung 3.9: (oben) Ein Vortex-Antivortex-Paar als Startkonfiguration auf dem 14 x 14-Gitter. Die
Vortex-Zentren (X) liegen auf den ferromagnetischen Bindungen, die zwei dotierte Lécher im System
simulieren. Die Locher haben eine Abstand von fiinf Gitterkonstanten. (unten) Relazation der Kon-
figuration. Es ist wiederum die xy-Projektion dargestellt. Man sieht, dass die Paar-Spinstruktur kein
stabiler Zustand des Modells ist. Die Losung ist vielmehr durch eine stirkere Lokalisierung des Einflus-
ses der ferromagnetischen Bindungen im ansonsten antiferromagnetischen Hintergrund charakterisiert.
Alle Spins bleiben aber in der leichten Ebene.
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3.4 Zusammenfassung

Aufbauend auf das Heisenberg-Modell mit antiferromagnetischer Kopplung haben wir ein Mo-
dell untersucht, das die Simulation von kleinen Lochdotierungen durch einzelne ferromagne-
tische Bindungen erlaubte. In einer Monte-Carlo-Simulation stellte sich heraus, dass fiir zwei
dotierte Locher ein Vortex-Antivortex-Paar kein stabiler Grundzustand dieses Modells ist. Die
erwartete logarithmische Wechselwirkung der Vortizes konnte aber trotzdem bestétigt werden.
Weiterhin erlaubte das Modell die Beriicksichtigung der Dzyaloshinskii-Moriya-Anisotropie,
die eine leichte Ebene im Modell induziert. Die bekannte Abhéingigkeit einer kleinen Neigung
der Spins zueinander von der Kopplungsstirke konnte sowohl fiir einen Antiferromagneten
als auch fiir einen Vortex quantitativ bestétigt werden. Dazu mufite der Vortex aber durch
geeignete Randbedingungen in der Startebene gehalten werden, da eine leichte Ebene einen
topologischen Defekt nur in einem unendlich groffen System stabilisiert.

Das betrachtete Modell enthélt lediglich die Wechselwirkung der Spins ohne Beriicksich-
tigung der kinetischen Energie der Ldécher. Ein weiterer Fehlereinflufl betrifft die Spins, die
hier als klassische Spins mit kontinuierlicher Einstellmoglichkeit gendhert wurden. Wie diese
Schwichen des Modells die Aussagekraft der Ergebnisse einschranken, ist schwer zu sagen. Da
aber keinerlei Anzeichen fiir die Stabilitit des Vortex-Paares gefunden wurde, werden wir fiir
eine genauere Analyse auch die Einfliisse der kinetischen Energie und der Quantenmechanik
beriicksichtigen miissen. Wir werden daher in den néchsten zwei Kapiteln das Hubbard-Modell
in der einfachsten, d.h in der Hartree-Fock-Ndiherung betrachten.
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Kapitel 4

Die Hartree-Fock-Naherung fiir das
Einband-Hubbard-Modell

Im vorherigen Kapitel hat sich das untersuchte Spin-Modell als unzureichend fiir unsere Frage
nach der Stabilitit eines Vortex-Antivortex-Paares herausgestellt. Wir wenden uns in diesem
Kapitel dem Hubbard-Modell im einfachen Fall eines Bandes zu, das im Theorie-Kapitel in
Gl. (2.6) definiert und erldutert wurde. Der Hamiltonian des Hubbard-Modells lautet:

Hig = —t Z <cjgcjg + h.c.) + UzniTnil' (4.1)
(if), 0 i

Das Modell beriicksichtigt sowohl die kinetische Energie der Elektronen als auch die quanten-

mechanische Natur des Spins. Damit geht das Hubbard-Modell iiber das einfache Spin-Modell

hinaus.

Das Hubbard-Modell in zwei Dimensionen ist aber durch den quadratischen Wechselwir-
kungsterm U nicht mehr exakt 16sbar. Zur ndherungsweisen Losung des Vielteilchenproblems
bzw. der Suche nach dem Grundzustand bei T = 0 benutzen wir die statische, inhomogene
Hartree-Fock- (HF)-Ndherung. Bei diesem Variationsverfahren erhalten wir durch den HF-
Grundzustand eine obere Schranke fiir die wahre Grundzustandsenergie. Der Hamiltonian in
Gl. (2.6) bzw. in Gl. (4.1) wird dabei auf ein effektives Einteilchen-Problem reduziert, in-
dem ein Elektron sich in einem mittleren, selbstkonsistenten Potential aller anderen Teilchen
bewegt.

Dass der Grundzustand des zweidimensionalen Hubbard-Modells bei halber Fiillung ein
antiferromagnetischer Isolator ist, wird allgemein angenommen und ist durch verschiedene
Ansitze bestétigt worden [77, 78]. Wir beschrinken uns in dieser Arbeit auf den Fall kleiner
Lochdotierungen gegeniiber dem halbgefiillten System. Fiir ein dotiertes Loch existieren als
selbstkonsistente HF-Losungen sowohl Polaron- als auch Vortexkonfigurationen, die in diesem
Kapitel untersucht und miteinander verglichen werden. Weiter gehen wir der Frage nach
der Stabilitiat eines Vortez-Antivortex-Paares in der HF-Nédherung nach. Abschliefflend fassen
wir die Resultate zusammen und diskutieren die Frage, ob eine Molekularfeld-Ndherung fiir
stark korrelierte Elektronensysteme (wir betrachten den Parameterbereich mit U 2 ¢) in zwei
Dimensionen aufgrund der starken Fluktuationen fiir das untersuchte System ausreichend ist.
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Das Einband-Hubbard-Modell wurde fiir kleine Dotierungen unter &hnlichen Fragestellun-
gen von Vergés et al. [75, 76] und von Berciu und John [79, 80] untersucht.

4.1 Hartree-Fock-Niherung

Fiir die Hartree-Fock-Naherung faktorisieren wir den Wechselwirkungsterm U nach dem fol-
genden Schema mit den Operatoren A und B,

AB = (A—(A))(B—(B))+A(B)+(A)B—(A)(B) (4.2)
~ A(B)+(AYB—(A)(B), (4.3)

wobei die Ndherung in der zweiten Zeile in der Vernachlédssigung der Fluktuationen besteht.
Damit ergibt sich unter Beachtung von Vertauschungen und dem Verschwinden der anomalen
Terme! fiir die Coulomb-Wechselwirkung der Ausdruck.?

UZC;[TCiT CLCil = UZ [ CipCit) u% + Lciﬁc%cn (4.4)
i

—CIT (el ci)er, — ] ¢<Cj¢0u>cn} — Eeonst- (4.5)

Die Energiekonstante betragt
UZ( mar ) (nay ) = Kelyeip ). (4.6)

Mit Hilfe der Pauli-Matrizen o = (0%,0Y,0%) und der Einheitsmatrix ¢° definieren wir den
Ladungsdichte- und den Spindichte-Operator,

ng = N+ = c}aagﬁcw (4.7)
1
S, = 501'&0'@501'&- (4.8)

Damit kénnen wir den linearisierten Wechselwirkungsterm auch schreiben als

U Z NG| ~ % Z —2U Z -8 — Feonst- (4.9)

Weiter 148t sich die effektive Wechselwirkung kompakt in Matrix-Notation darstellen,

n; —(S- C;
UZ”iT”il ~ UZ (c;rT, CL) ( —<<Slz+>) < Z>> ) < ‘T ) — Eeonst- (4.10)

(i ci|

'Die anomalen Terme der Form ~ cTTc bzw. ~ c;irc;; haben in der supraleitenden Phase nichtverschwin-
dende Erwartungswerte. Durch die Beschrinkung auf kleine Dotierungen untersuchen wir ausschliellich den
isolierenden Zustand.

2Da wir auf der Ebene der Erzeuger/Vernichter entkoppelt haben, beriicksichtigen wir auch die sog. Spinflip-
Terme (CJ{C 1), die in der Standardform der Hartree-Fock-Nédherung bei einer Entkopplung auf der Ebene von
Einteilchen-Operatoren n;, nicht auftreten.
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Dabei haben wir auf der Nebendiagonale die Spinflip-Operatoren eingefiihrt,

ST o= ST+iSY=cle (4.11)
ST = §T—iSY =cley. (4.12)

Die Selbstkonsistenz-Felder (n;) und (S;) sind in der inhomogenen Hartree-Fock-Néherung
lokal auf jedem Gitterplatz ¢ definiert. In der hergeleiteten generalisierten Form der HF-
Néherung werden neben den Ladungsfreiheitsgraden alle Spin-Komponenten beriicksichtigt,
so dass auch nicht kollineare und nicht koplanare Spinstrukturen als Losungen untersucht
werden konnen.

Durch die Hartree-Fock-Faktorisierung haben wir einen effektiven Finteilchen-Hamiltonian
erhalten. Die elektronische Vielteilchen-Wellenfunktion |V )yp, der HF-Grundzustand, wird
als antisymmetrischer Produktzustand von N, Einteilchen—Zustédnden konstruiert (Slater--
Determinante). Ausgedriickt in den Einteilchen-Erzeugungsoperatoren a}; des Hartree-Fock-
Hamiltonians, die den fermionischen Vertauschungsrelationen geniigen, lautet der Grundzu-
stand

Ne
U ) = [ o 10). (4.13)
n=1

Die Einteilchen-Orbitale folgen aus der Bedingung, dass sie die Gesamtenergie (fiir 7' = 0)
im Unterraum der antisymmetrischen Produktzustdnde minimieren, d.h. aus dem Variations-

ansatz
(OH|Y )y 1

(V) p

Wir entwickeln den Einteilchen-Erzeuger nach Ortszusténden auf dem Gitter mit i = (i, 4y),

5 (4.14)

af =" én(i,0)cl,, (4.15)

wobei als Entwicklungskoeffizienten die Einteilchen- Wellenfunktionen ¢, (i,0) auftreten, die
ein vollstédndiges Orthonormalsystem bilden.

Wir variieren die Gesamtenergie EIY =( U|H|W¥ )yp bzgl. der ¢ (i,0) unter der Nebenbe-
dingung der Normierung der ¢,,, die durch Lagrange-Parameter E, beriicksichtigt wird:

5 - I
ey | e =32 B3 630, 0)p(i, )] = 0. (4.16)

Es zeigt sich, dass die Lagrange-Parameter gerade die Einteilchen-Energien F,, ergeben. Damit
erhalten wir die Hartree-Fock-FEigenwertgleichungen fiir den n-ten Einteilchen-Zustand,

Y 0 0) + [ (i) 0us — U s (813 0nli, B) = Budulis @), (417
g

JEV;

mit den Hartree-Fock-Feldern der selbstkonsistent zu bestimmenden Ladungs- und Spindichte,
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wobei iiber doppelt auftretende Indizes summiert wird:

Ne
(ni) = (Ulel,olsein¥)ue =YD [énli, o) (4.18)
n=1 o
1 1 Qe
(8i) = (¥l oapeis¥)up =5 D 0n(i:0) Tas dn(i, 5). (4.19)
n=1

Das Variationsverfahren hat zu einem gekoppelten System fiir die optimalen Einteilchen-
Wellenfunktionen gefithrt. Da o hermitesch ist, sind die Eigenwerte F,, reell und die Eigen-
funktionen ¢,, orthogonal.

Der Hartree-Fock-Grundzustand | )y ist im Fall 7' = 0 durch die Besetzung der unter-
sten N, Eigenzusténde definiert. Die Grundzustandenergie ist gegeben durch:

Ne
‘EtI(_)ItF = <III|HHF’ v >HF = Z Ep — Beonst - (420)
p=1

Die Wellenfunktion |¥ )y sollte auch Eigenfunktion zu den Symmetrie-Operatoren sein,
die mit dem Hubbard-Hamiltonian (2.6) vertauschen. Wir stellen aber keine Symmetrie-
Bedingungen an die Wellenfunktion, weshalb man von unbeschrdnkter Hartree-Fock-Néherung
spricht.

4.2 Numerische Losungsmethode

Wir wollen den Grundzustand des Hubbard-Modells in der Hartree-Fock-Néherung fiir 7' =0
berechnen. Da wir an inhomogenen Ldisungen des lochdotierten Systems interessiert sind,
bleibt nur die numerische Losung des Eigenwert-Problems in Gl. (4.17). Wir benutzen fiir die
Diagonalisierung eine NAG-Standardroutine.

Als Basis nehmen wir die Einteilchen-Ortszusténde cjg\O) = |io) auf einem endlichen
N x N-Gitter. Wir benutzen ausschliefllich offene Randbedingungen, um als Losungen von
lochdotierten Systemen auch Vortizes zuzulassen und um sie mit den Polaron-Losungen ver-
gleichen zu kénnen. Die Verteilungen der Spin- und der Ladungsdichte sind selbstkonsistent
zu bestimmen. Dafiir gehen wir nach dem folgenden Schema vor:

1. Starte mit einer sinnvollen Naherung fiir die Felder der Spin- und Ladungsdichte.

2. Berechne die Matrix des Hamilton-Operators Hyr.

3. Lose das Eigenwert-Problem fiir die IV, untersten Eigenzusténde.

4. Berechne mit den erhaltenen Eigenfunktionen die Hartree-Fock-Felder (n;) und (S;).

5. Tteriere bis zur Selbstkonsistenz. Als Kriterium diene die Bedingung, dass die grofite
Anderung der Spin- und Ladungskomponenten aller Plitze kleiner als eine vorgegebene
Schranke e ~ 1076...1079 ist.
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Fiir eine verbesserte Konvergenz benutzen wir die Linearkombination von Lésungen zweier
Iterationsschrite aN; + (1 — «)N;—1 mit dem Parameter o ~ 0.5...1. Die Matrixelemente
Hij o = (ia|Hur|jf) lauten fiir den lokalen Coulombterm,

oo [ e <Cg¢‘/‘il>> _ ( 2(n > (s7) —(s —zSy>)>
Hu,ozﬁ B < <CLclT> <cjlcll> o =U ( +Z<S§J>) %< >+<SZ> .

und fiir das Hiipfen zwischen nichsten Nachbarn (ij) mit der Einheitsmatrix o,

Hij,aﬁ = —t()'gﬁ. (421)

Dabei haben wir von der Beziehung n;;()y = 1/2n; £ S7 Gebrauch gemacht, um die Matrix-
elemente durch die HF-Felder auszudriicken.

Wir definieren zusétzlich die folgenden gemittelten Gréflen aus den HF-Feldern. Die mitt-
lere Ladungsdichte pro Gitterplatz ist definiert als:

(n)ar = 3z 2 (). 4.22)

Als lokales magnetisches Moment pro Gitterplatz bezeichnen wir den mittleren Betrag der
Spindichte, der mit einem Faktor 2 auf einen maximalen Wert von 1 skaliert wird:

(e = 7 S0 | (4.23)

Den Ordnungsparameter des Antiferromagneten, die staggered magnetization, definieren wir
als die folgende, ebenfalls auf 1 skalierte Grofie:

(M )yp N2 Z 1)+ (). (4.24)

Die mittlere Energie pro Elektron ist gegeben durch:

Ne

eg=(€)gp = ]\116(2 € — Econst)- (4.25)

Das untere Hubbard-Band (ohne Dispersion) liegt in den Rechnungen und in den Abbil-
dungen fiir mehr Ubersichtlichkeit bei der Platz-Energie ¢ = 0. Der physikalische Energie-
Nullpunkt ist durch das Fermi-Niveau gegeben, das in der Mitte des Mott-Hubbard-Gaps
liegt. Fiir den Energievergleich dotierter Zusténde fithren wir eine Anregungsenergie (besser:
“Ionisierungsenergie” ) ein, wobei wir leicht von der Definition in [79] abweichen. Die Anre-
gungsenergie ist definiert als die Energie, die notig ist, um ein Elektron aus dem halbgefiillten
System zu entfernen bzw. um ein Loch in das System zu dotieren. Ein Beitrag besteht darin,
das zu entfernende Elektron auf das Fermi-Niveau zu bringen, das durch die halbe Mott-
Hubbard-Energieliicke gegeben ist. Ein weiterer Beitrag beriicksichtigt die Wechselwirkung
der Teilchen im dotierten System. Er driickt sich in der Differenz der Konfigurationsenergien
von dotiertem und undotierem System aus.
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4.3 Resultate

Zunéchst stelle ich die homogene Losung des Antiferromagneten bei halber Fiillung vor, die
fiir alle Werte von U/t die selbstkonsistente Losung in der HF-N#herung ist. Fiir den Fall eines
dotierten Loches diskutiere ich die zwei erhaltenen Losungen des Polarons und des Vortex.
Abschlielend wird die Stabilitéit eines Vortex-Antivortex-Paares im Rahmen der Hartree-
Fock-Néaherung untersucht.

Die Parameter des Hubbard-Modells sind die Wechselwirkung U und die Hiipfenergie ¢
der Elektronen. Wir untersuchen das Modell vor allem im Bereich mittlerer Kopplung U/t ~
5...10. Alle Energien werden in Einheiten von ¢t angegeben.

4.3.1 Antiferromagnet bei halber Fiillung

Fiir halbe Fiillung des Einband-Hubbard-Modells, d.h. bei einem Elektron pro Gitterplatz,
ist der antiferromagnetische Néel-Zustand eine selbstkonsistente Losung der Hartree-Fock-
Gleichungen fiir alle Werte von U/t, vgl. [75]. Als Grenzfiille des Verhéltnisses U/t kann man
die Falle fiir verschwindende Wechselwirkung U — 0 und fiir verschwindendes Hopping ¢ = 0
betrachten, siehe die Abb. 4.1. Der Grundzustand des Hubbard-Modells in HF-N#herung ist
ein Mott-Hubbard-Isolator mit einer Bandliicke von der Groflenordnung U zwischen Valenz-
und Leitungsband. Eine Diskussion der Hartree-Fock-Nédherung und der Vergleich mit dem
Grundzustand aus anderen numerischen Zugéngen ist in [77] zu finden.

In der generalisierten Form der HF-N#herung besitzt der Hamiltonian keine Vorzugs-
richtung fiir eine antiferromagnetische Ausrichtung der Spins (S;). Durch die Vorgabe einer
Néel-Startkonfiguration wird die kontinuierliche Symmetrie gebrochen. Eine selbstkonsistente
Losung wurde auch fiir eine Anfangskonfiguration getestet, die durch zufillige, kleine Abwei-
chungen gestort wurde. Die HF-Nédherung konvergierte ebenfalls, benttigte aber, abhéingig
von der Stérke der Fluktuationen, deutlich mehr Iterationsschritte.
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Abbildung 4.1: (links) Energiespektrum fiir ein 10 x 10-Gitter ohne Hopping. Die Eigenenergien e,
sind als Funktion von o = 1,2,...,2N? gezeichnet. Es sind alle n? = 100 Zustinde des unteren
Hubbard-Bandes besetzt. Die Hubbard-Bénder sind nicht dispersiv (¢ = 0) und das Mott-Hubbard-
Gap ist gegeben durch U = 5. Das untere Hubbard-Band liegt bei der Platzenergie € = 0. (rechts)
Energiespektrum fiir ein 10 x 10-Gitter ohne Wechselwirkung (U — 0). Die Bandbreite ist ~ 8¢ und
das Mott-Hubbard-Gap verschwindet.
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Fiir schwache und mittlere Kopplungen U/t kann das Elektronensystem durch den Hop-
pingterm ¢ seine Energie absenken. In Abb. 4.2 ist fiir U/t = 5 das Spektrum dargestellt, in
dem das Valenzband unter die Platzenergie von € = 0 absenkt ist. Die “staggered magne-
tization” zeigt in Abb. 4.3 das bekannte Verhalten der zunehmenden Ausrichtung auf zwei
Untergittern mit wachsendem U, so dass fiir U > t das Hubbard-Modell auf das Heisenberg-
Modell als effektives Spin-Modell abgebildet werden kann [72, 43].

0 50 100 150 200

Abbildung 4.2: Spektrum der Einteilchen-Energien fiir ein 10 x 10-Gitter bei halber Fiillung mit
U/t = 5. Der kinetische Beitrag des Hiipfens senkt die Energie ab. Das Mott-Hubbard-Gap ist gegeben
durch |(m)|U ~ 0.79U.

0 | | | | |

U/t

Abbildung 4.3: Abhingigkeit der staggered magnetization |(M)| des Hubbard-Modells bei halber
Fiillung als Funktion von U/t auf einem 20 x 20-Gitter. Mit zunehmender Wechselwirkung U nimmt
die Ausrichtung des mittleren Spin-Moments entlang einer Vorzugsrichtung zu. Im Grenzfall groler U/t
geht [(M)| wie erwartet gegen 1 und das Hubbard-Modell kann auf das Heisenberg-Modell abgebildet
werden (vgl. Kapitel 2).
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4.3.2 Polaron-Lésung

Das Polaron ist eine selbstkonsistente Losung der Hartree-Fock-Néaherung des Hubbard-Mo-
dells fiir den Fall, dass wir ein einzelnes Loch in das halbgefiillte System dotieren. Bei dem
Polaron ist die dotierte Ladung hauptséichlich auf einem bestimmten Gitterplatz lokalisiert
und die restliche Ladung verteilt sich um diesen Platz. Dies fiihrt zu einem kleinen ferroma-
gnetischen Moment auf diesem Platz, siehe Abb. 4.4 und Abb. 4.5. Die iibrigen Gitterplitze
sind nur sehr wenig durch die Polaron-Konfiguration beeinfluf3t. Fiir U 2 10 verteilt sich die
Ladung praktisch ausschliefflich auf das Polaronzentrum und die vier nédchsten Nachbarn. Das
Polaron ist eine Losung auch fiir U — oco. Im Bereich mittlerer Kopplung U 2 3 verteilt sich
die Defektladung im geringen Mafl auch auf weitere umliegende Plédtze. Der Ordnungspara-
meter bleibt aber im Zentrum gegeniiber der antiferromagnetischen Ordnung invertiert, vgl.
Abb. 4.6. Im Parameterbereich schwacher Wechselwirkung U < 3 ist die mittlere staggered
magnetization lediglich stark reduziert. Die selbstkonsistente Ladungsdichte verteilt sich in
Form einer “Zigarre” iiber die Diagonale des Systems, sieche Abb. 4.7. Der diagonale Strei-
fen ist aber keine Doménenwand, wie sie fiir Kuprate angenommen wird. Die Energieliicke
verschwindet, so dass im Spektrum keine lokalisierten Zustdnde mehr auftreten. Diese Kon-
figuration wird von Su und Chen [82] diskutiert und von Schrieffer et al. im Rahmen der
“spin-bag”-Kopplung theoretisch erwartet [83].

Fiir eine Genauigkeit von ¢ = 10~® wurden ca. 100 Iterationsschritte fiir die Selbstkon-
sistenz benotigt. Dabei relaxieren die Spin-Freiheitsgrade deutlich langsamer als die mittlere
Ladungsdichte. Diese Tendenz verstirkt sich mit zunehmendem U, in Ubereinstimmung mit
der Spinwellen-Theorie, in der J ~ 1/U gilt [43]. Die Spins haben zwar die volle SU(2)-
Symmetrie, orientieren sich aber kolinear entlang der durch die Startkonfiguration vorgege-
benen Vorzugsrichtung.

In der Darstellung des Spektrums in Abb. 4.8 erkennt man, dass durch die Dotierung
eines Loches zwei diskrete unbesetzte Zustéande tief in das Mott-Hubbard-Gap induziert wer-
den. Je ein Zustand stammt aus dem unteren und dem oberen Hubbard-Band. Es spaltet
ebenfalls noch der unterste Zustand aus dem Valenzband ab. In Abb. 4.9 ist fiir den ober-
sten besetzten und untersten unbesetzten Zustand die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |¥,|?
der Einteilchen-Wellenfunktion dargestellt. Man erkennt den lokalisierten Charakter des Zu-
standes im Gap auf dem Polaron-Platz. Die besetzten Zustéinde innerhalb des unteren Bandes
sind deutlich ausgedehnter. Die Anregungsenergien werden im néchsten Abschnitt zusammen
mit der Vortex-Losung diskutiert.

Um zu verstehen, warum ein Loch eine ferromagnetische Spin-Umgebung bevorzugt, stel-
len wir uns vor, wir ndhmen ein Elektron z.B. mit einem Spin-| aus dem antiferromagnet-
isch geordnetem Gitter heraus. Ist das Loch immobil, kostet das Energie von der Ordnung
4J ~ t2/U im Grenzfall U/t > 1. Das System kann aber Energie durch virtuelle Hiipfpro-
zesse von Elektronen der benachbarten Plédtze auf den Lochplatz gewinnen. Das hat eine
erhohte Besetzungswahrscheinlichkeit von Spin-T Teilchen auf diesen Platz und damit zu ei-
nem invertierten Ordungsparameter (M) zur Folge. Diese Tendenz fithrt auf das Theorem
von Nagaoka [44], wonach im Grenzfall U — oo der Grundzustand eines beliebig grofien aber
endlichen Gitters mit einem Loch ferromagnetisch ist.
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Abbildung 4.4: Fiir ein 12 x 12 Gitter mit U/t = 5 ist die Ladungsdichte-Verteilung (links) und
die Spindichte-Verteilung (rechts) dargestellt. Die dotierte Ladung ist hauptséchlich auf dem Platz
(6,6) lokalisiert, wo die Ladungsdichte reduziert ist auf (n;) ~ 0.55. Die staggered magnetization
(—1)%=*i SZ ist auf diesem Platz auf den Wert —0.18 reduziert. Der negative Wert zeigt eine Umkehr-
ung zur antiferromagnetischen Néel-Ordnung an. Ein dotiertes Loch bevorzugt eine ferromagnetische
Spin-Umgebung, um seine kinetische Energie abzusenken. Die minimale Anderung auf den Randplitzen
ist ein Effekt der offenen Randbedingungen, der aber vernachléssigbar ist.
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Abbildung 4.5: Alternative Darstellung zu Abb. 4.4. Spin- und Ladungsdichte des Polarons mit U/t = 5
auf einem 12 x 12-Gitter. Die Kreise stellen die relative Ladungsdichte dar. Fiir groflere U lokalisiert die
Ladung praktisch vollstédndig auf dem Platz (6,6) und seinen vier néchsten Nachbarn. Effekte durch
die offenen Randbedingungen sind vernachlassigbar. Die Pfeile symbolisieren die Projektion der Spins
in die Ebene der Startkonfiguration.
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staggered magnetization
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Abbildung 4.6: Fiir ein 10 x 10 Gitter mit offenen Randbedingungen ist der Ordnungsparameter des
Antiferromagneten, die mittlere staggered magnetization, durch Kreise und der Ordnungsparameter
auf dem Lochplatz durch Rauten von Polaron-Losungen dargestellt. Ab einem kritischen Wert U/t 2 3
bildet sich ein ferromagnetisches Zentrum in Form des Polarons aus Abb. 4.5 heraus.
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Abbildung 4.7: Selbstkonsistente Losung fiir ein Loch mit der kleinen Wechselwirkung U/t = 2. Die
Ladung ist nicht mehr in einem Zentrum lokalisiert, sondern verteilt sich in Form einer “Zigarre”
iiber die Diagonale des System. Die Spindichte ist ebenfalls moduliert, was den unterschiedlichen

Spin-Léngen zu entnehmen ist.
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Abbildung 4.8: Energiespektrum eines Polarons auf einem 12 x 12 Gitter mit U/t = 5. Es sind nur
die ersten N2 — 1 = 143 Zusténde besetzt. Im Mott-Hubbard-Gap liegen zwei diskrete Zustiinde, die
aus dem unteren und dem oberen Hubbardband stammen. Der besetzte Zustand N = 1 ist ebenfalls
diskret (siehe Pfeil).

12.5

Abbildung 4.9: Darstellung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit |¥(4)|? (links) fiir den obersten besetz-
ten Zustand n = 143 und (rechts) fiir den untersten unbesetzten Zustand n = 144 der Polaron-Losung
mit U/t = 5. Der Zustand n = 144 innerhalb der Energieliicke ist deutlich lokalisierter. In der Aufent-
haltswahrscheinlichkeit spiegelt sich die Ladungsverteilung der Ladung des Loches wider.
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4.3.3 Vortex-Losung

(Anti-) Vortizes sind ebenfalls selbstkonsistente Losungen des lochdotierten 2D-Hubbard-
Modells. Diese topologischen Anregungen besitzen eine Windungszahl von 1 (—1), d.h. bei
einem vollstdndigen Umlauf um das Zentrum rotieren die Spins auf jedem Untergitter um
27 (—2m). Der Vortexkern ist dabei auf einem Gitterplatz lokalisiert (platzzentrierter Vor-
tex), auf dem der grofite Anteil der dotierten Ladung lokalisiert ist (siche Abb. 4.12). Als
Ergebnis stellt sich heraus, dass plaquetten- oder bindungszentrierte Vortex-Konfigurationen
nicht stabil sind. Beide Konfigurationen konvergieren in der Hartree-Fock-N#herung zur platz-
zentrierten Konfiguration. Vortex- und Antivortexlésungen haben identische Spektren und
unterscheiden sich lediglich in ihrer Windungszahl (Abb. 4.10). Darin driickt sich die Spieg-
lungssymmetrie von Vortex und Antivortex im Spinraum aus. Die Spins liegen in einer durch
die Startkonfiguration vorgegebenen Ebene. Die Losung weist keine Komponente senkrecht
zu dieser Ebene auf, so dass keine Meron-Konfiguration vorliegt. Typischerweise ist es fiir
einen einzelnen Spin ungiinstig, sich senkrecht zu der Spinstruktur zu stellen. Fiir Vortex-
Losungen eignen sich aufgrund der Topologie ausschlieBlich offene Randbedingungen. Bis zur
Selbstkonsistenz sind einige 1000 Iterationsschritte notig, vgl. Abb. 4.14.

Das elektronische Spektrum der Eigenzustdnde ist in Abb. 4.11 dargestellt. Durch die
Lochdotierung ist ein zweifach entartetes, unbesetztes, diskretes Energieniveau innerhalb des
Mott-Hubbard-Gaps induziert worden. Je ein Zustand stammt aus dem Valenz- und aus dem
Leitungsband des undotierten Antiferromagneten. Die zweifache Entartung des Einteilchen-
Spektrums deutet auf zwei dquivalente Mo6glichkeiten hin, ein weiteres Elektron in das System
einzubringen. In der selbstkonsistenten Vortex-Losung ist der Spin im Vortexkern nahezu
vollsténdig unterdriickt, so dass kein Unterschied zwischen einem Spin-T oder einem Spin-|
Teilchen existiert. Das Energieniveau ist daher Spin-entartet.
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Abbildung 4.10: Selbstkonsistente Spin-und Ladungsverteilung auf einem 11 x 11-Gitter mit U/t = 8.
Auch fiir diesen Parameter ergeben sich Vortex-Losungen: (links) Platzzentrierter Vortex. (rechts)
Platzzentrierter Antivortex. Beide Losungen haben identische Spektren, vgl. Abb. 4.11.
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Abbildung 4.11: Energiespektrum eines (Anti-)Vortex aus Abb. 4.12 auf einem 12 x 12-Gitter mit
U = 5t. Es sind nur die ersten N2 — 1 = 143 Zustéinde besetzt. In dem Mott-Hubbard-Gap liegt ein
zweifach entartetes, diskretes Niveau. Die Zustinde stammt aus dem Valenz- und dem Leitungsband.

Wir betrachten die Anregungsenergien Ee,, wie sie in Abschnitt 4.2 fiir die Polaron- und
die Vortexlosung definiert wurden. In Abb. 4.13 sind sie fiir die Parameter U/t = 5, 8 {iber der
Gittergrofle N dargestellt. Wie erwartet ist die Anregungsenergie fiir beide Parameterwerte
fiir das Polaron niedriger als fiir einen Vortex mit seiner hoheren Windungszahl. Die Vortex-
Energien wurden mit der zu erwartenden Funktion Fyorex = aln N 4 ecore in sehr guter
Néherung approximiert. Die Parameterwerte o und ecqre finden sich in der Erlduterung zu
Abb. 4.13. Sie stimmen mit den Resultaten in der Arbeit von Berciu/John [79] iiberein.

U/t=5 U/t=38

AFM Pol. Vor. AFM Pol. Vor.
e/t | gap/t | BB/t | B/t || eg/t | sap/t | BRI/t | ER/t
8 || -0.6069 | 3.8820 | 1.1339 | 1.7578 || -0.4110 | 7.1560 | 2.4989 | 3.0512
10 || -0.6221 | 3.8724 | 1.1281 | 1.8567 || -0.4372 | 7.1491 | 2.4953 | 3.1281
12 || -0.6321 | 3.8680 | 1.1257 | 1.9390 || -0.4399 | 7.1459 | 2.4937 | 3.1907
14 || -0.6393 | 3.8657 | 1.1245 | 2.0093 || -0.4424 | 7.1444 | 2.4929 | 3.2436
16 || -0.6447 | 3.8644 | 1.1239 | 2.0706 || -0.4385 | 7.1435 | 2.4925 | 3.2894
18 || -0.6489 | 3.8636 | 1.1235 | 2.1247 || -0.4463 | 7.1430 | 2.4922 | 3.3298
20 || -0.6522 | 3.8632 | 1.1232 | 2.1733 || -0.4478 | 7.1427 | 2.4921 | 3.3659

Tabelle 4.1: Energie pro Teilchen e, und Energieliicke des Antiferromagneten (AFM) und die Anre-
gungsenergien Fq, der Polaron (Pol.)- und Vortex (Vor.)-Konfiguration in Einheiten von ¢ fiir U = 5
und U = 8. Die Anregungsenergien sind in der Abb. 4.13 grafisch dargestellt.
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Um eine selbstkonsistente Vortex-Losung zu erhalten, mufl die Startkonfiguration bereits
eine Windungszahl von +1 besitzen. Eine Vortex-Anregung aus dem antiferromagnetischen
Néel-Zustand, der als homogener Zustand eine topologische Konstanten von 0 besitzt, ko-
stet eine Energie, die mit der Systemgrofie logarithmisch divergiert, vgl. Abb. 4.13. In der
Selbstkonsistenziteration der Hartree-Fock-Gleichungen bleibt aber die Topologie der Start-
konfiguration erhalten, so dass ein einzelner Vortex nur einen metastabiler Zustand mit einer
hoheren Energie als z.B. das Polaron darstellt. Vergés et al. [75] haben filschlicherweise ar-
gumentiert, dass die Fluktuationen des Iterationsprozesses bereits fiir eine Stabilitdtsaussage
ausreichten. Yonemitsu und Bishop [81] haben die Instabilitéit der Vortex-Losung gezeigt, in-
dem sie innerhalb der Iterationsprozedur kleine Zufallszahlen zu den Selbstkonsistenzfeldern
addiert haben.

Auch im Parameterbereich 1 < U < 4 bleibt die platzzentrierte Vortex-Spinstruktur eine
selbstkonsistente Losung in der HF-Naherung. Erhoht man die Wechselwirkungsstiarke U 2 8,
so dndert sich die resultierende Konfiguration qualitativ. Anstatt eines Vortex-Kerns mit un-
terdriicktem mittleren Spin bildet sich im Gitterzentrum ein Gebiet von ferromagnetisch
gekoppelten Spins heraus. Fiir zunehmendes U nimmt die Ausdehnung dieses Gebietes zu,
vgl. die Abb. 4.15. Es scheint, dass das System ein ferromagnetisches Polaron bilden méchte,
aber der Vortex nicht aufgelost werden kann. Die dazu nétigen starken Fluktuationen sind
innerhalb der Selbstkonsistenz-Iteration nicht méglich. Der Vortex mit einer Windungszahl
von 1 bleibt als metastabiler Zustand erhalten. Quantitativ kann man die kritische Stérke U,,
oberhalb der ein Vortex keine Losung mehr ist, abschétzen, indem man den Betrag des mittle-
ren Spinmoments auf dem Gitterplatz des Vortex-Kerns tiber U auftrdgt. Man erkennt in der
Abb. 4.16, dass ab U 2 9 der Spin auf diesem Platz nicht mehr unterdriickt ist. Die Losungen
konvergieren langsamer, da sie nicht mehr durch die Startkonfiguration approximiert sind.

In Abb. 4.17 habe ich den Fall eines doppelt geladenen Vortex betrachtet, der bei Vergés
[75] als Losung fiir zwei dotierte Locher auftritt. In diesem Fall ergibt sich fir U/t = 5
eine plaquettenzentrierte Spinverteilung. Fiir U/t = 8 tendiert die Ladungsverteilung zu einer
Polaron-Losung, das System bleibt aber aus topologischen Griinden ein Vortex. Es zeigt sich
hier die Tendenz, dass fiir grofle U ein Vortex keine selbstkonsistente Losung der HF-Néherung
mehr ist. Das gilt auch fiir den Fall, wenn nur ein Loch dotiert wird.
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Abbildung 4.12: (oben) Startkonfiguration der Spin- und Ladungsdichte fiir einen Anti-Vortex auf ei-
nem 12x12 Cluster mit U/t = 5. (unten) Selbstkonsistente Losung nach ca. 3500 Iterationsschritten.
Die Ausdehnung des Vortexkern beschriankt sich auf einen Gitterplatz. Auf dem Platz (5,5) betrigt
die mittlere Ladungsdichte ~ 0.61 und die Magnetisierung ist praktisch auf Null reduziert. Sie besitzt
weiterhin keine Komponente senkrecht zur Vortex-Ebene. Die platzzentrierte Losung ist unabhingig
davon, ob N gerade oder ungerade gewahlt wird. Die kleine Anisotropie der Spins ist durch Gitter-
effekte verursacht (vgl. Abb. 4.10). Wenn das Gitter vergréfert wird, ist der Spin im Vortex-Core
vollstdndig unterdriickt.
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Abbildung 4.13: Anregungsenergien (in Einheiten von t) eines einzelnen Vortex (Raute) und eines
Polarons (Kreis) als Funktion der Clustergrofie N. In dem linken Diagramm ist U/t = 5, in dem
rechten wurde U/t = 8 gewéhlt. Die Vortex-Energie zeigt die erwartete logarithmische Abhéingigkeit
Eyortex = aln N +ecore mit den Paramtern o = 0.454 und ecore = 0.81209 fiir U/t = 5 und o = 0.34338
und ecore = 2.3373 fiir U/t = 8. Man erkennt, dass die Anregungsenergie fiir beide Parameter fiir
ein Polaron deutlich niederiger als fiir einen einzelnen Vortex ist. Weiter kann man der Darstellung
entnehmen, dass die Polaronkonfiguration in beiden Fiéllen schon fiir N > 10 praktisch unabhingig
von N ist, so dass bei den betrachteten Gittergroflen und durch die offenen Randbedingungen keine
finite-size-Effekte auftreten.
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Abbildung 4.14: Darstellung der maximalen Abweichung der Spin- und Ladungsdichte in jedem Iter-
ationsschritt. Die Fluktuationen sind logarithmisch aufgetragen. Fiir eine vorgegebene Genauigkeit
von € = 107 werden ca. 5000 Schritte auf einem 12x12-Cluster bei U/t = 8 ben&tigt. Die Spindichte
konvergiert langsamer als die Ladungsdichte. Polaron- oder Néel-Losungen bendtigen deutlich weniger
Iterationsschritte (~ 100).
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Abbildung 4.15: Konfiguration mit U/t = 15 nach 8000 Iterationsschritten und einer maximalen
Abweichung von 8.4 - 1078 in der lokalen Ladungsdichte und 4.1 - 10~% in den mittleren Spindichte-
Komponenten. Der Vortexkern ist nicht mehr auf einem Platz zentriert, sondern wird auf eine Plaquette
“gedriickt”. Das System hat die Tendenz, mit stérkerer Wechselwirkung ferromagnetische Cluster
dhnlich einem Polaron zu bilden. Der topologische Windungszustand kann aber innerhalb der HF-
Iterationsprozedur nicht aufgelost werden.
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Abbildung 4.16: Das quadrierte mittlere Spinmoment (5)2 itber der Wechselwirkung U des Gitter-
platzes (6,6) eines 12 x 12-Gitters, auf dem der Vortex-Kern in der Startkonfiguration lokalisiert ist.
Man erkennt, dass oberhalb von U, 2 9 der Spin auf diesem Platz nicht mehr unterdriickt ist. Das
steht in Verbindung mit einer qualitativen Anderung von einer Vortex-Losung mit platzzentriertem
Kern hin zu einem ferromagnetischen Cluster, vgl. Abb. 4.15.
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Abbildung 4.17: In diesen Vortex-Losungen dotieren wir zwei Locher in das halbgefiillte Hubbard-
Modell, um die Lésung mit [75] vergleichen zu kénnen. Wir gehen (oben) von einer plaquettenzentrier-
ten Spinkonfiguration aus. Interessanterweise sind in diesem Fall die beiden Losungen im Unterschied
zu einer dotierten Ladung ebenfalls plaquettenzentriert. Die Ladungskonfigurationen unterscheiden
sich aber deutlich. Fiir U/t = 5 (links) verteilt sich die Ladung homogen um die Plaquette, wohin-
gegen die Ladungsverteilung fiir U/t = 8 (rechts) derjenigen von zwei Polaronen gleicht, vgl. Abb.
4.20. Es sieht so aus, als ob die Losung zur Polaron-Konfiguration tendiert, aber die Windung in den
Spins nicht auslésen kann.
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4.3.4 Untersuchung eines Vortex-Antivortex-Paares

Die logarithmische Divergenz im Fall eines Vortex kann dadurch kompensiert werden, dass
man zwei Locher betrachtet, die ein Vortex-Antivortex-Paar bilden. Die Windungszahlen kom-
pensieren sich und das Paar kann als Anregung aus dem antiferromagnetischen Grundzustand
auftreten. Als mogliche Startkonfigurationen benutzen wir zum einen die in [25] vorgeschlage-
ne bindungszentrierte Anordnung der Vortexzentren (Abb. 4.19 oben) und zum anderen den
Fall, dass die Zentren auf den Plaquetten von diagonalen iibernéchsten Nachbarn lokalisiert
sind (Abb. 4.20 oben). Diese Konfiguration tritt als Losung in der Hartree-Fock-N#herung
des “Spin-Flux”-Hamiltonians [79] und in der “slave-boson”-Né#herung des Einband-Hubbard-
Modells [26] auf .

Als Ergebnis stellt sich heraus, dass alle Startkonfigurationen fiir U/t = 5 bzw. 8 in der
HF-N#herung zu einer Doppelpolaron-Ldsung konvergieren, vgl. die Losungen in Abb. 4.19
und 4.20. In Abb. 4.18 ist das Energie-Spektrum zu der Losung aus Abb. 4.20 dargestellt. Pro
Loch wird je ein Zustand aus dem oberen und aus dem unteren Band in die Liicke induziert.
Der unterste besetzte ist ebenfalls ein lokalisierter Zustand geworden. Fiir den Parameter
U/t = 5 ergeben sich dhnliche Situationen. Die Ladung ist delokalisierter als fir U/t = 8.
Selbstkonsistenz wurde schneller erreicht (~ 2000 Schritte gegeniiber ~ 7000).
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Abbildung 4.18: Eigenenergie-Spektrum der Losung fiir zwei Locher aus Abb. 4.20 mit U/t = 8.
Pro Loch werden je ein Zustand aus dem oberen und unteren Hubbard-Band in die Energieliicke
induziert. Die unterste Einteilchen-Energie F; ist ein diskreter Zustand (Pfeil). Weiterhin ergibt sich
ein vierfaches unbesetztes Niveau unterhalb des oberen Bandes.



54

Die Hartree-Fock-Nédherung fiir das Einband-Hubbard-Modell

14}

12¢

10¢

14f

12+

10}

2 4 6 8 10 12 14
L ol SRR e R e AR ol IR s SR ol R ol 4
i i A e e A e A e i R e
D i R i e A i s R el 2
R i A i e S i JER ol R =
D R T T A e A Sl SRR e R il 4
AR e SR e S e A A s A S SR o
fe= > & > & A Y T e > >
AF»F»@A@V@»F»«»F
“— = > = K N e e D
b i T e Y S UL N S A e
D R e I T e T S TR e
B e T T Tk e TR S S
“— S~ S - H - - - >~
T2 2T

2 4 6 8 10 12 14

2 4 6 8 10 12 14
“ DD E DS ESTESESTESES
i e R e R e e e I e
C P E P E D e D E D e D -
R e R s TR R R s R R
C P E D E D e D e D e D -
D P e P E D P e D E D
D R e R - S e R e i i
—»4——»4——»69—»4——»4——»4—
»4——»4——»4—994——»4——»4——»«
R e T e S < S i i TR S SR
C P E DD e D e P e D e D - D
D P E DD E D D e D e D
e o & D« >« > D>« > —
P e P D D e D

2 4 6 8 10 12 14

114

112

110

114

112

110

Abbildung 4.19: (oben) Als Startkonfiguration wird ein bindungszentriertes Vortex-Antivortex-Paar
auf einem 14x14-Gitter mit U/t = 8 betrachtet. (unten) Die selbstkonsistente Losung besteht aus
einem Polaron mit zwei ferromagnetischen Plitzen. Bei einer Genauigkeit von € = 1075 wurden ca.

5300 Iterationsschritte benotigt.
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Abbildung 4.20: (oben) Das plaquettenzentrierte Vortex-Antivortex-Paar als Startkonfiguration auf
einem 14x14-Gitter mit U/t = 8. (unten) Die selbstkonsistente Losung besteht aus zwei Polaronen
auf diagonal benachbarten Gitterplitzen. Bei einer Genauigkeit von ¢ = 1075 wurden ca. 7000 Iterati-
onsschritte ben6tigt. Eine Anordnung den Paares auf {ibernéichsten diagonalen Plaquetten konvergiert
ebenfalls zu dieser Losung.
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Da die Vortex-Antivortex-Paare keine selbstkonsistenten Losungen der HF-Gleichungen
sind, kénnen wir die Konfigurationsenergien nicht direkt mit der stabilen Doppelpolaron-
Losung vergleichen. Wir benutzen daher fiir eine Abschditzung der Gdéfsenordnung die Kon-
figurationsenergie des nicht selbstkonsistenten Paares nach ca. 15 Iterationsschritten. Die
Ladungs- und Spindichte haben sich bereits eingependelt und variieren nur noch langsam. Der
Iterationsverlauf der maximalen Abweichung zeigt dort ein erstes Minimum. Das bondzentrier-
te (plaquettenzentrierte) Paar hat eine Gesamtenergie (d.h. Summe der besetzten Zusténde)
von —86.90t (—86.90t). Die selbstkonsistenten Polaron-Losungen besitzen die lediglich wenig
niedrigeren Energien —87.2925¢ (—87.2729¢). Die selbstkonsistenten Doppelpolaron-Lésungen
unterscheiden sich von den Vortex-Antivortex-Konfigurationen nur durch eine kleine Energie-
differenz. Auch eine Variation der Parameter hat das Resultat nicht verdndern kénnen.

4.4 Zusammenfassung

Die Hartree-Fock-Néaherung ist eine Molekularfeld-Ndherung, die zeitliche Fluktuationen um
die elektronischen Mittelwerte vernachléssigt. Sie erlaubt uns in der generalisierten Form mit
allen Spin-Freiheitsgraden und lokalen HF-Feldern die Losung geeignet grofler Systeme mit
inhomogenen Spin-Strukturen. Durch den nicht-stérungstheoretische Zugang ist die Ndherung
aber nicht kontrollierbar, so dass man immer die kritische Frage stellen muf}, ob es sich bei der
Losung um eine wirkliche Eigenschaft des Hamiltonians oder um einen numerischen Artefakt
handelt.

Durch eine starke Wechselwirkung U werden die Fluktuationen verringert, so dass man
in diesem Fall verniinftige Resultate mit der HF-Methode erwarten kann. Bei halber Fiillung
beschreibt die Hartree-Fock-Néherung qualitativ korrekt iiber einen weiten Parameterbereich
den Grundzustand des Hubbard-Modells als antiferromagnetischen Isolator. Fiir ein nahezu
vollig gefiilltes System wiirde der HF-Ansatz ebenfalls das qualitativ richtige Verhalten liefern,
da die lokale Coulomb-AbstofSung in diesem Fall irrelevant wird.

Die interessante Frage ist die Giiltigkeit der statischen HF-Loésungen im mittleren Bereich
von U/t. Wir konnten in diesem Kapitel die in der Literatur [75, 95, 79] diskutierten Losungen
fiir Vortex und Polaron bei T' = 0 reproduzieren und systematisch untersuchen. Das Polaron
ist — wie erwartet — energetisch giinstiger als ein einzelner topologischer Defekt. Der Vortex ist
lediglich ein metastabiler Zustand mit seinem Zentrum auf einem Gitterplatz. Unser Interesse
galt dem Vortex-Antivortex-Paar, das sich in der HF-N#herung aber als instabil herausstellte.

Fiir die Diskussion der Resultate konnen technische Beschriankungen der Naherung wie
z.B. finite-size-Effekte oder Konvergenzprobleme ausgeschlossen werden. Als mittlere Feld-
N#herung unterschétzt der HF-Ansatz die Bedeutung von Quantenfluktuationen der Spin- und
Ladungsfreiheitsgrade. Thermische Fluktuationen spielen hier wegen der Beschrinkung auf
T = 0 keine Rolle. Die Effekte aufgrund der offenen Randbedingungen ist fiir die untersuchten
Gittergroflen ebenfalls zu vernachldssigen gewesen.

Fiir die weitere Untersuchung der Stabilitdt von Vortex-Antivortex-Paaren im Hubbard-
Modell betrachten wir in Kapitel 5 das physikalischere Dreiband-Hubbard-Modell, in dem
zuséitzlich die Sauerstoff-Orbitale der CuOz-Ebenen beriicksichtigt werden.



Kapitel 5

Die Hartree-Fock-Naherung fiir das
Dreiband-Hubbard-Modell

Im letzten Abschnitt haben wir mit Hilfe der inhomogenen, generalisierten Hartree-Fock (HF)-
N#herung das Einband-Hubbard-Modell fiir kleine Lochdotierungen untersucht. In diesem
Kapitel wenden wir die gleiche Methode fiir die Losung des Dreiband-Hubbard-Modells an,
das im Kapitel 2 als Minimalmodell zur Beschreibung der CuOs-Ebenen der Kuprate ein-
gefithrt wurde. Im Dreiband-Modell werden explizit die Sauerstoff-Zustinde in den CuOas-
Ebenen und die Hybridisierung von Cu- und O-Zustédnden beriicksichtigt. Der Grundzustand
des Dreiband-Modells ohne Dotierung ist ein Mott-Isolator vom Ladungstransfer-Typ mit
unterschiedlichem Verhalten bei Elektron- und Lochdotierung, wie es das Phasendiagramm
der Kuprate nahelegt (vgl. Abb. 1.2). Das Modell bietet uns damit einen realistischeren Aus-
gangspunkt als das Einband-Modell im vorherigen Kapitel.

Im Rahmen der Hartree-Fock-Naherung werden wir die Lésungen des undotierten und des
mit einem Loch dotierten Systems untersuchen. Zum Vergleich koénnen einige Arbeiten aus
der Literatur herangezogen werden [84, 85, 86]. Wieder werden wir nach der Stabilitit eines
Vortez- Antivortex- Grundzustandes in dem mit zwei Lochern dotierten System fragen. Fiir das
Dreiband-Modell ist diese Frage noch nicht explizit untersucht worden.

Zusétzlich stellt sich die Frage nach qualitativen Unterschieden zwischen den Lésungen
des Einband- und Dreiband-Modells im Rahmen der HF-N#herung. In diesem Zusammenhang
werden wir untersuchen, inwieweit die Beschréinkung auf ein Einband-Modell gerechtfertigt ist.
Angesichts des offensichtlich unterschiedlichen Verhaltens bei Loch- und Elektrondotierung
erwarten wir zwischen den beiden Modellen einige Unterschiede. Hiermit ist die Frage nach
der Giiltigkeit des Bildes von Zhang und Rice [72] fiir ein Cu-O-Singulett verbunden, das
eine Beschrinkung auf ein Einband-Modell erméglicht (vgl. Kapitel 2). Wir schlieBen mit der
Zusammenfassung und Diskussion der Ergebnisse.
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5.1 Naherung des Dreiband-Hamiltonians

Wir wiederholen ohne weitere Erlduterung den bereits in Gl. (2.1) im Kapitel 2 eingefiihrten
Hamiltonian des Dreiband-Hubbard-Modells:

Hsp = €4 Z dwdw +€p Zp]ao_p]ag —tpd Z gf‘j (p;f.aadw + h.c.) (5.1)
jao (ig).c0
~tpp Z 955" pjap +h.c.) +Ug Z nzTnzl +Up Z nyaTnJal (52)
(3J Jrex

Fiir eine Einteilchen-Ndherung analog zum Einband-Fall miissen wir wieder den quadratischen
Wechselwirkungsterm linearisieren. Dabei sind die lokalen Spin- und Ladungsdichte-Felder fiir
die drei Orbitale dy2_,2, p, und p, fiir Cu und O auf einem Gitterplatz ¢ durch den weiteren
Index o = (d,pz,py) zu beriicksichtigen.! Die entkoppelte Wechselwirkung enthilt in der
generalisierten Form der HF-Ndherung ebenfalls transversale Spin-Freiheitsgrade S* und SY:

Z Uianita Nija =~ Z Uia ( chzm) ;‘rlacila + <Cg¢acila>cjmcﬂa — (5.3)
- CzTTa<CZT¢aciTa>Ciia - C;‘rla<czTTaCila>CiTa> — Eo (5.4)
Uia
= Z( 9 <nia>nia_2Uia<Sia>'Sia> ) (55)
o

. _ S*> C'T
= Uia (C;r o’ CI a) <nzla> < e ve — Eo. (56)

%,: ! ! —<5:&> <niTOc> Cila

Die Energiekonstante betrigt

By = 3 Via((ne)(nse) = Iichocue)l”) (5.7
- ZUm( nia)? = (S5)7 = (S5)% = (S4)?). 53)

Das weitere Vorgehen gestaltet sich analog zum Einband-Fall: Der Hartree-Fock-Grundzu-
stand bei T = 0 wird aus dem antisymmetrischen Produkt der N, Einteilchen-Zustédnde
gebildet,

Ne
Uy = [] af 10), (5.9)
n=1

wobei aL Figenzustdnde des Hartree-Fock-Hamiltonians erzeugt. Diese Zustdnde entwickeln
wir nach den Gitteroperatoren c;,o, wobei als Entwicklungskoeffizient fiir jedes Orbital auf
einem Gitterplatz i eine Einteilchen-Wellenfunktion ¢, (i, o, ) auftritt. Die Matrixelemente
fiir die lokalen Terme,

H.. _ < C%Tacﬂa > < C;{Tacila > (5‘10)
414 o <cz‘1aciTa > <Cilacila >

'Im obigen Hamiltonian ist dieser Index durch die verschiedenen Ortsindizes i bzw. j vermieden worden.
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lassen sich in der Ortsbasis mit den HF-Feldern fiir Ladungs- und Spindichte (n;g) und
(Sip) und dem Index 8 = (d,p), der nur noch d- und p-Orbitale unterscheidet, schreiben als

[ es/Uis+ (i) = (Si5) —((85) —i(S%)) )
s = U ( —((85) +i(Si))  en/Uip+5(nig) +(S5) ) (5-11)

Dabei bezeichnen €;3 die Platzenergien ¢; und €, von Cu- und O-Orbitalen und Uz die

Coulomb-Energien Uy und U,. Die Mittelwerte der lokalen Ladungsdichten berechnen sich
aus den Einteilchen-Wellenfunktionen geméaf

(nf) = (W00, din¥)yp =D D Iéali,oa = )P (5.12)

Py
(nf) = (WlplobupiulV)ar = D> D Iénlora)f’, (5.13)
n o a=pg
wobei {iber gleiche Indizes summiert wird und die Summe n iiber die Gitterplétze ¢ lduft.
Entsprechend gilt fiir die selbstkonsistent zu bestimmenden, mittleren lokalen Spindichten
der Cu- und der O-Orbitale:

1 1 . .
<Sgl> = §<\P|Cjudo-l’#cwd|\lj>HF = 52 ¢n(z7y7a:d) UVMan(ZvH’O‘:d) (5'14)
Py
1 1 . .
(87) = §<\II|CIVQUVMCW@|\IJ>HF = 52 Z On (i, v, ) Oy n (i, p, ). (5.15)
n a=pg

5.2 Randbedingungen und Parameter

Damit auch Vortizes (Windungszahl # 0) als selbstkonsistente Losungen mdoglich sind, be-
nutzen wir wie schon im Einband-Modell offene Randbedingungen. Dabei gibt es fiir den
Randabschlufl des N x N-Quadratgitters mehrere Moglichkeiten. Wir benutzen die Konfi-
guration, bei der der Rand aus Sauerstoff- und Kupferplatzen gebildet wird, siehe 5.1(a).
In [85] wird zusétzlich die Moglichkeit betrachet, dass der Rand ausschliellich durch Sauer-
stoff-Pldtze besteht. Die Losungen zu den beiden Randbedingungen unterscheiden sich nicht
qualitativ, so dass wir fiir offene Randbedingungen ausschliefilich von der ersten Gitterkon-
figuration Gebrauch machen. Dabei reduziert sich die Zahl der Sauerstoff-Plidtze um 2N, so
dass sich im dotierungsfreien Fall lediglich 3N? — 2N Elektronen im System befinden.

Anders als im Einband-Modell, in dem der Einflu der offenen Randbedingungen in
homogenen Loésungen vernachlidssighbar war, verursachen die offenen Randbedingungen im
Dreiband-Fall eine starke Stérung an den Gitterrdndern (vgl. Abschnitt 5.3). Da wir Vortex-
und Polaron-Losungen in diesem Kapitel nicht quantitativ vergleichen, benutzen wir ergdnzend
periodische Randbedingungen als Gitterkonfiguration. In diesem Fall bleiben die Einheitszellen
auch am Rand unveréndert, siehe Abb. 5.1(b).

Bei den Hochtemperatur-Supraleitern handelt es sich im undotierten Fall um Ladungstranfer-
Isolatoren (siehe Einleitung). Die relevanten Parameter im undotierten Dreiband-Modell sind
(a) das Hopping tpq, (b) die Coulomb-Wechselwirkung Uy und (c) der Band-Abstand A =
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Abbildung 5.1: Benutzte Gitterkonfigurationen anhand eines 6 x 6-Gitters. (a) Offene Randbedin-
gungen. Der Rand besteht aus Cu- und O-Plétzen. Die antiferromagnetisch geordneten Spins sym-
bolisieren das halbbesetzte Cu-Orbital und bilden ein Quadratgitter. Die O-Plétze sind durch Kreise
reprisentiert. Die Zahl der Sauerstoff-Plétze am Rand reduziert sich fiir ein N x N-Gitter um 2N. (b)
Periodische Randbedingungen. Die Einheitszelle wird durch einen Cu-Platz und zwei O-Pliitze gebildet.
Ein N x N-Cluster besteht demnach aus 3N? Orbitalen.

ep—€4. Die Coulomb-Wechselwirkung der Sauerstoff-Orbitale U, wird vernachlissigt, da dieser
Prozess im Fall doppelt besetzter O-Orbitale irrelevant ist. Weiterhin vernachléssigen wir auch
das O-O-Hopping.? Ein Band-Abstand A = ¢, — ¢4 > 0 in Verbindung mit Uy > A hat zur
Folge, dass dotierte Locher vorzugsweise Sauerstoff-Orbitale besetzen, wie es im Experiment
beobachtet wird. Die Ladungstransferliicke, die im FElektronenbild die besetzten Zusténde im
Sauerstoff-dominierten Band und die unbesetzten Cu-artigen Zusténde im oberen Hubbard-
Band trennt, ist durch Ecpr = Uy — A gegeben. Wir gehen von den folgenden effektiven
Parametern des Dreiband-Modells aus (vgl. Kapitel 2):

tpa =1eV, Ug=8eV, A=5eV bzw. Ecr =3eV. (5.16)

Die Hiipf-Energie ¢, dient in den numerischen Rechnungen als Energie-Einheit, auf die die
anderen Groflen bezogen werden.

5.3 Resultate

5.3.1 Losungen des undotierten Modells

Ohne Dotierung sind die drei Orbitale d,2_z,
Fiir verschiedene Parametersétze aus der Literatur sind die Losungen des Dreiband-Hubbard-

pe und p, mit insgesamt 5 Elektronen besetzt.

Modells in der Hartree-Fock-Néherung antiferromagnetische Isolatoren vom Ladungstransfer-
Typ mit einer Energieliicke der Gréflenordung Ect ~ Uz — A, die besetzte und unbesetzte

?Die Parameter U, und t,, ermoglichen einen quantitativen Vergleich mit anderen Arbeiten und damit eine
Kontrolle des Computerprogramms.
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Elektronenzustinde trennt. Insbesondere konnte eine quantitative Ubereinstimmung mit der
Arbeit von Vergés et al. [85] erzielt werden, was eine Bestétigung fiir die Korrektheit des
Computerprogramms ist. Die untersuchten Parameter und einige Gréfien sind in der Tabelle
in Abb. 5.2 zusammengefafit. Die berechneten Groflen zeigen keine qualitativen Unterschie-
de zwischen den einzelnen Sédtzen. Diese Beobachtung rechtfertigt die Festlegung auf einen
einzigen, effektiven Standard-Parametersatz, sieche Gl. (5.16).

Einen quantitativen Unterschied beobachtet man zwischen periodischen und offenen Rand-
bedingungen. Bei offenen Randbedingungen éndern sich die Ladungstransferprozesse am Rand.
Aus der Tabelle 5.2 geht hervorgeht, dass die Sauerstoff-Plétze ein nicht mehr verschwindendes
magnetisches Moment besitzen. In der Abb. 5.3 sind die selbstkonsistente Spindichte und die
relative Ladungsdichte mit offenen Randbedingungen dargestellt. Man erkennt, dass sich am
Rand eine inhomogene Ladungsverteilung einstellt. Auch in den Spektren der Einteilchen-
Energien sieht man den Effekt der Randbedingungen. Bei periodischen Randbedingungen
ergeben sich zahlreiche entartete Niveaus im Spektrum, in denen sich die rdumlichen Sym-
metrien der Losungen widerspiegeln. Bei offenen Randbedingungen sind diese Entartungen
reduziert.

Die Rotationsinvarianz des Hartree-Fock-Hamiltonians wird durch die Wahl der Start-
konfiguration aufgehoben. In der Abb. 5.3 orientieren sind die Cu-Spins kollinear entlang der
vorgegebenen Achse.

Wir stellen im weiteren die selbstkonsistenten Losungen einiger Grenzfille und physikali-
scher Regime vor und diskutieren vor allem deren elektronische Spektren, die man aus den
Eigenwerten der Matrix des HF-Hamiltonians erhélt. Zusétzlich kann man den Charakter des
Einteilchen-Zustandes bestimmen, indem man die lokale Aufenthaltswahrscheinlichkeit |¢(i)|?
der Einteilchen-Wellenfunktion getrennt fiir Cu- und O-Orbitale berechnet. Die Gesamtwahr-
scheinlichkeit fiir alle Plitze ist exakt 1.

Wir beginnen mit dem Grenzfall ohne Hopping t,q = 0. Die Zustédnde hybridisieren nicht
und besitzen daher keine Dispersion, siehe Spektrum in Abb. 5.4 (oben). Das Cu-Band liegt
bei der Platzenergie e¢; = 0 und die Sauerstoff-Zustinde haben die Energie ¢, = 5. Das System
enthilt fiir ein N x N-Gitter im dotierungsfreien Fall 2N? Cu-Zustinde und 4N? Sauerstoff-
Zustinde. Die N? Cu-Zustinde im oberen Hubbard-Band sind nicht besetzt. Ihre Energie
liegt bei g + Uy = 8.

Im unteren Spektrum in Abb. 5.4 ist der Fall verschwindender Wechselwirkung Ug — 0
dargestellt.? Die Cu-Zustinde spiiren in diesem Fall keine Abstofung bei Doppelbesetzung
eines Orbitals. Durch das Hiipfen mischen die Cu- und O-Zustédnde und werden dadurch dis-
persiv. In dem vom Kupfer bestimmten bindenden Band konnen die Zusténde ihre Energie
durch das Hopping absenken, wohingegen das halbbesetzte antibindende Band seine Energie
anhebt. Eine der moglichen Linearkombination von Sauerstoff-Zusténden bildet — wie erwartet
— ein dispersionsloses, nichtbindendes Band bei der Platzenergie €, = 5.

Im Parameterbereich Uy < A stellt das System einen Mott-Hubbard-Isolator dar. Wir un-
terscheiden die beiden Parameter A = ¢, — ¢ > 0 (Kupratregime) und A < 0. Im ersten

3Der Fall U; = 0 fithrt zu numerischen Problemen, so dass eine beliebig kleine Wechselwirkung benutzt
wird.
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| A, pRB | A, oRB B C D
tpd 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
Ug 8.0 8.0 6.3 4.0 8.1
A 5.0 5.0 4.0 1.0 5.0
Ecr 3.0 3.0 2.3 3.0 3.1
top - - 0.4 - 0.5
Up - - - - 2.8
E/N, 3.794 | 3.707 | 3.000 | 0.588 | 4.815
Qcu/New || 1.212 | 1.200 | 1.210 1.222 1.430
mé, 0.779 | 0.791 | 0.780 | 0.743 | 0.560
mé ~1071% 1 0.002 | ~1071 | ~ 10716 | ~ 10710

Abbildung 5.2: Vergleich verschiedener Parametersétze fiir das Dreiband-Modell auf einem 10 x 10-
Gitter. Als Losung der Hartree-Fock-Naherung ergibt sich in allen Féllen eine antiferromagnetische
Néel-Ordnung der Cu-Spins. Der Standardsatz A aus Gl. (5.16) weist einen deutlichen Unterschied in
der Magnetisierung m? zwischen periodischen Randbedingungen (pRB) und offenen Randbedingungen
(oRB) auf, vgl. auch Abb. 5.3. Im Satz B [47] wurde zusétzlich das O-O-Hiipfen ¢, beriicksichtigt. Der
Satz C' [87] weist ein deutlich kleines Uy bei gleicher Ladungstransferliicke Ect auf. Dieser Satz wurde
in der Arbeit von Vergés et al. [85] verwendet. Im Satz D [88] wird zusitzlich der Einflul der Coulomb-
Wechselwirkung zwischen Sauerstoff-Zusténden U, beriicksichtigt, der ansonsten vernachléssigt wird.
Die Parameter sind auf das Hopping ¢,q normiert, das uns in den Rechnungen als Energie-Einheit
dient.

Fall ist die Platzenergie fiir Cu niedriger als fiir O. Die Fermi-Energie Er liegt innerhalb des
antibindenen Bandes, siche Abb. 5.5 (oben). Die Cu-Zusténde an der Fermi-Energie spiiren
die Wechselwirkung Uy. Da dem antibindenden Band aber nur wenige Cu-Zusténde beige-
mischt sind, ergibt sich lediglich eine kleine Bandaufspaltung. Die deutlich gréflere Bandliicke
im bindenden Band spiegelt im korrelierten System die Wirkung von U, der Cu-Zustinde im
antibindenden Band wider. Insgesamt sind die Energieskalen in diesem Regime deutlich “re-
normiert”, vgl. Abb. 5.5 (oben). Das nichtbindende Band von Sauerstoff-Zustéinden besteht
weiterhin.

Im Fall A < 0 liegen die Sauerstoff-Plitze energetisch giinstiger als Cu-Plitze.? Das bin-
dende Band ist von Sauerstoff-Zustdnden dominiert. Das Cu-artige Band an der Fermi-Energie
spaltet aufgrund der Coulomb-Abstofiung in ein unteres und oberes Hubbard-Band auf, sie-
he 5.5 (unten). Die Fermi-Energie liegt in der Energieliicke (~ Uy) zwischen den Hubbard-
Béndern.

Verwendet man die in Gl. (5.16) angefiihrten Parameter, entspricht die HF-Né&herung ei-
nem Ladungstransfer-Isolator mit einer Energieliicke Ect ~ Uy — A zwischen dem besetzten,
sauerstoffdominierten Band und dem unbesetzten, Cu-artigen oberen Hubbard-Band, siehe
Abb. 5.6 (oben). Das lediglich schwach dispersive untere Hubbard-Band bei € ~ —1 konn-
te durch den kinetischen Beitrag des Hiipfens die Energie relativ zur Platzenergie ¢; = 0

4Obwohl bei den Kupraten dieser Fall nicht vorliegt, diskutieren wir die Losung. In einem Review-Artikel
von Brenig [52] wird dieser Fall filschlicherweise fiir die Kuprate diskutiert, vgl. auch das Zaanen-Sawatzky-
Allen-Schema im Kapitel 2.
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Abbildung 5.3: Antiferromagnetische Ordnung der Cu-Spins als Losung der HF-Niherung des
Dreiband-Modells mit offenen Randbedingungen ohne Dotierung. Es sind die Standard-Parameter ver-
wendet worden. Ein Effekt der offenen Randbedingungen ist, dass die Ladungsdichte am Rand nicht
mehr homogen verteilt ist. Die Kreise stellen die relative Ladungsdichte dar.

absenken. Das nichtbindende Band (e ~ 3) liegt ebenfalls unterhalb der Platzenergie von
€p = 5. Symmetrisch ober- und unterhalb zum nichtbindenen Band liegen sauerstoffdomi-
nierte Bénder, die aus dem bindenden und dem antibindenden Band hervorgegangen sind.
Die zahlreichen Energieentartungen entsprechen den réumlichen Symmetrien der Lésung, die
durch die periodischen Randbedingungen erhalten bleiben.

Im unteren Spektrum in Abb. 5.6 wird der Einfluf$ des O-O-Hiipfens mit t,, = 0.2 studiert.
Dieser Prozess fiihrt im wesentlichen zu einer Energieabsenkung von Zustdnden des nichtbin-
denden Bandes, das nun dispersiv wird. Die scheinbare Asymmetrie im Spektrum ist dadurch
verursacht, dass die Eigenwerte energetisch aufsteigend aufgetragen werden. Durch ¢, profi-
tieren vor allem Zustéinde im nichtbindenden Band, die damit z.T. energetisch unterhalb der
bindenden O-Zusténde liegen. Der unstetige Verlauf in der Ausfenthaltswahrscheinlichkeit
zeigt diese Mischung der Eigenzusténde unterschiedlichen Charakters, da die Zustédnde aus
dem nichtbindenden Band ihren iiberwiegenden Sauerstoff-Charakter behalten.
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Abbildung 5.4: Einteilchen-Energiespektren eines 10 x 10-Gitters fiir die Grenzfille ohne Hopping
tpa = 0 (oben) und ohne Wechselwirkung U; — 0 (unten). Ansonsten bleiben die Standard-
Parameter unveriindert. (oben) Das nicht-dispersive Sauerstoff-Band liegt bei der onsite-Energie
€p = 5, wohingegen die Cu-Zusténde in ein unteres und oberes Band bei ¢4 = 0 und Uy = 8 aufspalten.
Das Fermi-Niveau Er liegt zwischen dem vollbesetzten O-Band und dem unbesetzten oberen Cu-Band.
Die lokale Aufenthaltswahrscheinlichkeit |W,,(i)|* der Einteilchen-Wellenfunktionen fiir die Cu-Plitze
zeigt, dass die Cu- und Sauerstoff-Plétze nicht mischen. Da die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir ein Teil-
chen 1 ist, ergibt sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf einem O-Platz durch 1 — |¥,,(i = Cu)|?.
(unten) In der Losung ohne Wechselwirkung gibt es keine Cu-Band-Aufspaltung. Das Hiipfen bewirkt
eine Energie-Absenkung des Cu-dominierten bindenden Bandes (B) und eine Energie-Anhebung des
halbgefiillten antibindenden Bandes (AB). Beide Bénder sind symmetrisch zueinander. Eine Linear-
kombinationen von Sauerstoff-Freiheitsgraden koppelt nicht an die Cu-Ladungen ( [V, (i = O)*>=1)
und bildet eine §-Funktion in der Zustandsdichte (nichtbindendes Band).
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Abbildung 5.5: Mott-Hubbard-Isolator Uy < A: (oben) Mit A = ¢, — g = 8 > 0 liegen die Cu-
Zustdnde trotz der Wechselwirkung von Uy = 7 energetisch niedriger als die Sauerstoff-Zustéinde, die
insgesamt ihre Energie durch Korrelationen deutlich absenken. Das nichtbindende Band (NB) liegt
z.B. bei der Energie € ~ 3 < 8. Die repulsive Coulomb-Wechselwirkung der Cu-Zustidnde bewirkt eine
kleine Aufspaltung des antibindenden Bandes. Die Aufspaltung wirkt sich auch auf die Cu-Zusténde
im bindenden Band aus. (unten) Liegt das Energie-Niveau der Cu-Plétze €4 iiber dem Niveau der
Sauerstoff-Zusténde €,, so spalten die Cu-dominierten Zusténde in ein unteres (LHB) und oberes
(UHB) Hubbard-Band mit einer Energie-Liicke der Grofle ~ Uy auf. Die Fermi-Energie liegt in der
Mitte der Mott-Hubbard-Energieliicke. Durch Hybridisierung mit den O-Zustédnden tritt die in der
Grofle reduzierte Energieliicke auch im bindenden Band auf.
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Abbildung 5.6: Ladungstransfer-Isolator U; > A: (oben) Einteilchen-Energiespektrum FE,, und Auf-
enthaltswahrscheinlichkeiten |¥,,(i = Cu)|? der Hartree-Fock-Losung mit den Standard-Parametern.
Die Sauerstoff-Bénder liegen zwischen den Hubbard-Binder, die zu ca. 80% aus Cu-Zustinden be-
stehen. Die Energieliicke betréigt ~ 3eV. Symmetrisch ober- und unterhalb des nichtbindenden (NB)
Sauerstoff-Bandes liegen Sauerstoff-dominierte Béander, die aus den bindenden und antibindenden Band
hervorgegangen sind. (unten) Durch das zusétzliche O—O-Hopping mit ¢,, = 0.2 bekommt das von
den Cu-Freiheitsgraden entkoppelte nichtbindende Band einen dispersiven Charakter und kann seine
Energie absenken (die gepunktete Kurve stellt das Spektrum aus der oberen Darstellung mit ¢,, = 0
dar). Die Energien sind aufsteigend aufgetragen, so dass Zustéinde aus den nichtbindenden Band z.T.
mit Zustédnden aus dem bindenden O-Band vermischen.
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5.3.2 Polaron-Lésungen

Das Polaron ist eine selbstkonsistente Losung des mit einem Loch dotieren Dreiband-Modells,
siehe Abb. 5.7. Die Losung ist unabhéngig von der Wahl der Randbedingungen, so dass wir pe-
riodische Randbedingungen fiir eine homogene Ladungsverteilung am Gitterrand bevorzugen.
Im Zentrum ist ein reduzierter Cu-Spin ferromagnetisch zu seinen vier néchsten Cu-Nachbarn
orientiert. Die Ladung verteilt sich hauptséchlich auf die umliegenden vier Sauerstoff-Pléitze
und die nachsten Cu-Plétze. Durch die Lochladung weisen die vier O-Plédtze um das Zentrum
ein kleines magnetisches Moment auf, das antiferromagnetisch mit den Cu-Nachbarn koppelt.
Der antiferromagnetische Superaustausch der Cu—Cu-Bindungen wird durch das induzierte
Moment am Sauerstoff durch einen direkten Austausch auf der Cu—O-Bindung ersetzt. Da-
durch koppeln die Cu-Spins effektiv ferromagnetisch und bestéitigen qualitativ das Bild von
Aharony et al. [28]. Im Ladungstransfer-Regime Uy > A ist das Polaron-Zentrum fiir alle
Werte von U, gegeniiber dem antiferromagnetischen Hintergrund invertiert, siche Abb. 5.8.
Fiir zunehmendes Uy nimmt die kollineare Ausrichtung des Antiferromagneten zu, so dass
sich im Grenzfall grofiler Uy das Hubbard-Modell auf das Heisenberg-Modell reduziert (vgl.
Kapitel 2).
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Abbildung 5.7: Polaron-Lésung in der Hartree-Fock-Ndherung des Dreiband-Modells auf einem 10 x
10-Gitter mit periodischen Randbedingungen und den Standard-Parametern. Die Ladungsdichte des
dotierten Loches verteilt sich hauptséchlich auf die vier Sauerstoffplétze um den Cu-Platz (5, 5). Die O-
Spins weisen durch die Dotierung je ein kleines, zu den Cu-Nachbarn antiferromagnetisch orientiertes
Moment auf. Der zentrale Cu-Spin koppelt dadurch effektiv ferromagnetisch an die vier Cu-Nachbarn
und ist in seinem Wert leicht gegeniiber dem mittleren Ordnungsparamter von 0.78 auf 0.55 reduziert.
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Das Einteilchen-Energiespektrum ist in der Abb. 5.9 dargestellt. Aus dem besetzten, von
Sauerstoff-Zustédnden dominierten Band und dem unbesetzten Cu-artigen oberen Hubbard-
Band wird je ein Zustand in die Energieliicke induziert. Diese anomale Ubertragung von spek-
tralem Gewicht, das auch im Einband-Modell bei Dotierung auftrat, ist von Eskes et al. [90] als
generelle FEigenschaft des korrelierten Systems analysiert worden. Aufgrund der Wechselwir-
kung sind von dem Entfernen eines Elektrons zwei Zustdnde betroffen. Der erste unbesetzte
Zustand in der Liicke ist zu 75% auf Sauerstoff-Pliatzen lokalisiert. Damit bestétigt die Losung
des Dreiband-Modells die Tatsache, dass dotierte Locher vor allem O-Charakter besitzen [91].
Durch die Dotierung verschiebt sich die Fermi-Energie deutlich von ca. 5.8eV auf 4.4eV.
Spektroskopie-Experimente an z.B. LSCO zeigen allerdings keine Verschiebung von Ep [92].

Um die Polaron-Lésung mit der von Zhang und Rice vorgeschlagenen Singulett-Lésung
[72] zu identifizieren, betrachten wir den Grenzfall starker Wechselwirkung Ug/t,q > 1, in
dem das Resultat hergeleitet wurde. Die Losung mit den Parametern U; = 50 und A = 25 ist
in der Abb. 5.10 dargestellt. Die Ladung des dotierten Loches verteilt sich zu 80% auf die vier
O-Nachbarn des Polaron-Zentrums und zu 0.5% auf den zentralen Cu-Platz. Das induzierte
magnetische Moment auf den vier Sauerstoff-Pléitzen betrigt insgesamt —0.785, gegeniiber
einem Moment des Cu-Zentrums von 0.988. Aus der Konfiguration kann man schlieen, dass in
der HF-Nihrung das Cu-Atom mit den vier O-Nachbarn ein Zhang-Rice-Singulett bildet (vgl.
auch [84, 89]). Der antiferromagnetische Superaustausch der Cu-Spins wird hier durch einen
direkten Cu-O-Austausch ersetzt, der die Cu- und O-Momente antiferromagnetisch koppelt.
Mit der Ladungsverteilung auf einer Sauerstoff-Plaquette wird die Frustration minimiert.
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Abbildung 5.8: Der gemittelte Ordnungsparameter und die lokale “staggered magnetization” fiir den
Cu-Platz (5,5) iiber der Wechselwirkung Uy bei konstanter Bandliicke A = 5 auf einem 10 x 10-
Gitter mit periodischen Randbedingungen. Mit zunehmender Wechselwirkung U, nimmt die kollineare
Polarisation der Cu-Spins zu. Der Spin des Cu-Platzes (5,5) ist fiir alle Werte von Uy negativ und
damit umgekehrt zur Néel-Ordnung, d.h. ferromagentisch orientiert. Fiir U; < 5 handelt es sich um
das Regime eines Mott-Hubbard-Isolators und fiir U; > 5 um das Ladungstransfer-Regime.



5.3 Resultate 69

Wir diskutieren nun die finite-size- Effekte und den Einflul der Randbedingungen. In der
Abb. 5.11 ist die mittlere Energie pro Teilchen fiir offene und periodische Randbedingungen
iiber der Gittergrofle dargestellt. Wie zu erwarten ist, zeigt sich bei offenen Randbedingungen
eine stidrkere Abhéngigkeit von der Gittergroflie N als bei periodischen Randbedingungen, da
bei offenen Randbedingungen die Einheitszellen am Rand nicht mehr erhalten bleiben. Fiir
periodische Randbedingungen ist die Gitterabhéngigkeit zu vernachlissigen. Die Schwankung
der mittleren Energie bei offenen Randbedingungen betrégt fiir die Gittergrélen N = 10
und N = 16 ca. 1.4% und ist damit auch fiir Gittergrofen von N > 10 vernachléssigbar.
Finite-size-Effekte spielen daher unabhéngig von den Randbedingungen keine Rolle fiir die
verwendeten Gittergrofien.

Im Abschnitt 4.3.2 haben wir die Polaron-Lésung im Einband-Modell diskutiert. Der Ver-
gleich zu den Losungen des Dreiband-Modells zeigt keine qualitativen Unterschiede.” Ver-
gleicht man die staggered magnetization iiber der Wechselwirkungsstiarke Uy bzw. U in Abb.
5.8 bzw. 4.6 quantitativ, so ergeben sich bei einer Wahl von U; = 8 im Dreiband-Modell
annadherend gleiche Magnetisierungen im Bereich fiir U ~ 5...8 im Einband-Modell. Da-
mit bestétigt sich, dass die im Einband-Modell verwendeten Parameterwerte dem physikali-
schen Regime im Dreiband-Modell entsprechen. Aber anders als erwartet, simuliert das Mott-
Hubbard-Gap des Einband-Modells nicht die Ladungstransferliicke des Dreiband-Modells (die
mit € ~ 2 klein ist). Vielmehr liegt U in der Groflenordnung von Uy, so dass die sauerstoffar-
tigen Zusténde nur einen sehr geringen Einflufl haben.

Eine Bemerkung: Im Einband-Spektrum (siche Abb. 4.8) ist der erste Einteilchen-Zustand diskret. Diesen
Effekt sieht man auch in der Dreiband-Losung mit offenen Randbedingungen (nicht dargestellt), nicht aber im
Spektrum mit periodischen Randbedingungen (vgl. Abb. 5.9). Die Abspaltung des untersten Zustandes ist ein
Effekt der offenen Randbedingungen, der daher keine physikalische Relevanz besitzt.
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Abbildung 5.9: Einteilchen-Energiespektrum und die Besetzungswahrscheinlichkeit von Cu-Plétzen
zur Polaron-Losung in Abb. 5.7. Im unteren Teil sind Ausschnitte des Spektrums detaillierter dar-
gestellt. Durch die Dotierung eines Loches wird aus dem besetzten, Sauerstoff-dominierten und dem
unbesetzten, Cu-artigen Band je ein Zustédnde in die Energieliicke induziert. Das gleiche passiert auch
in der Bandliicke, die das untere Hubbard-Band und das Sauerstoff-dominierte Band trennt. Der erste
Lochzustand n = 500 ist zu 75% auf O-Plitzen lokalisiert.
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Abbildung 5.10: Zhang-Rice-Singulett: Polaron-Losung fiir ein Loch mit den Parameten Uy = 50 und
A = 25 auf einem 10 x 10-Gitter. Die Defektladung verteilt sich zu 80% auf die vier Sauerstoff-Pliitze,
die den ferromagnetisch gekoppelten Cu-Spin umgeben. Das durch die Lochladung verursachte magne-
tische Moment auf der Sauerstoff-Plaquette (—0.785) um den Cu-Platz koppelt antiferromagnetisch
mit den Cu-Spins (0.988). Dadurch werden vier ferromagnetische Cu—Cu-Bindungen induziert.
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Abbildung 5.11: Finite-size- Effekte: Mittlere Energie pro Teilchen iiber der Gitterlange N fiir period-
ische und offene Randbedingungen (RB) mit einem Loch. Wihrend die mittlere Energie pro Teilchen
mit periodischen RB nur sehr schwach von der Gittergrofle abhéingt, variiert die Energie bei offenen
RB um ca. 7%. Anders als im Einband-Fall werden die Einheitszellen bei offenen RB am Rand asym-
metrisch um Sauerstoff-Zusténde reduziert (vgl. Abb. 5.1). Dadurch werden bei periodischen RB mehr
Sauerstoff-Plitze beriicksichtigt, so dass die mittlere Energie gegeniiber den offenen RB erhoht ist.
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5.3.3 Vortex-Loésungen

Eine alternative Losung mit einem dotierten Loch ist die metastabile Vortex-Losung, die auch
im Dreiband-Hubbard-Modell existiert. In der Abb. 5.13 sind die selbstkonsistenten Losun-
gen mit offenen Randbedingungen fiir Wechselwirkungsstéirken Uy = 7,. .., 10 dargestellt. Bei
Uy = 7 ergibt sich der platzzentrierte Vortex (und #quivalent Antivortex) als Losung, bei der
sich die dotierte Ladung im Vortex-Kern und den néchsten O- und Cu-Plétzen zu ungefihr
gleichen Anteilen verteilt. Die Ladung am Rand ist ein Effekt der offenen Randbedingung-
en, die fiir eine Losung mit nicht-verschwindender Windungszahl notwendig sind. Fiir den
Standard-Wert Uy = 8 liegt der Vortex-Kern nicht mehr auf einem Gitterplatz, sondern wird
auf eine Plaquette “gedriickt”, um die sich die Ladung inhomogen verteilt. Fiir wachsende
Werte von Uy koppeln zunehmend mehr Cu-Spins ferromagnetisch, so dass die Losungen
sich qualitativ von einem platzzentrierten Vortex unterscheiden. Die Windungszahl von 1 der
Anfangskonfiguration bleibt aber in den dargestellten Losungen erhalten, da die von der Ite-
rationsprozedur der HF-N#herung produzierten Fluktuationen nicht fiir eine Auflésung der
Vortizitét ausreichen. Diese Losungen hidngen ausschliefilich von der Grofle der Ladungstrans-
ferliicke Ect ~ Ug — A ab.

Es reicht daher eine Variation von Uy bei festem Bandabstand A, um die Parameter-
abhingigkeit zu erfassen. In der Abb. 5.12 ist der Ubergang von einer Vortex-Losung zu einer
anderen Losung durch das lokale Spin-Quadrat S? des Gitterplatzes (6,6), auf dem in einer
Vortex-Losung der Vortexkern lokalisiert ist, iiber U; dargestellt. Man erkennt den unter-
driickten OP fiir Uy < 7, was mit einer platzzentrierten Vortex-Losung zu identifizieren ist.
Fir Uy > 8 weist der Gitterplatz ein endliches magnetisches Moment auf, was auf eine ande-
re Losung hindeutet. Dieses Verhalten hat sich auch im Einband-Modell (vgl. Kapitel 4.3.3)
gezeigt, fiir das auch ab einer Wechselwirkung U 2 8 keine Vortex-Losungen mehr existierten.
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Abbildung 5.12: Das lokale Spin-Moment S 6) des Cu-Platzes (6, 6) {iber der Wechselwirkung Uy. Fiir
Uy < 7 ist der Ordnungsparameter auf diesem Platz vollstdndig unterdriickt, da der platzzentrierte
Vortex eine Losung ist. Fiir U; > 8 bildet sich ein magnetisches Moment aus. Das ist mit einer
qualitativen Anderung der selbstkonsistenten Losung verbunden (vgl. Abb. 5.13).
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Das Energiespektrum zur Vortexlosung mit Uy = 7 ist in der Abb. 5.14 zu sehen. Je ein
Zustand aus dem Sauerstoff-artigen Band und aus dem unbesetzten oberen Hubbard-Band
spaltet ab in die Energieliicke. Die zwei diskreten Lochzustdnde sind spinentartet, da ein
zusitzliches Elektron entweder mit Spin-T oder mit Spin-| in das System eingebracht werden
kann. Diese Entartung zeigt sich auch im Einband-Spektrum (vgl. Abb. 4.11). Im Spektrum
zur Losung mit Uy = 8 in Abb. 5.15 ist die Entartung aufgehoben.
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Abbildung 5.13: Variation der Wechselwirkung Uy fiir eine Vortex-Antivortex-Startkonfiguration bei
offenen Randbedingungen. (a) U; = 7. Als selbstkonsistente Losung ergibt sich ein platzzentrier-
ter Vortex. (b) Uy = 8. Verschiebung des Vortex-Kerns auf die Plaquette. Tendenz zu alternativer
Spinpolaron-Konfiguration, aber die Windungszahl von 1 kann nicht aufgeést werden. (¢) Uy = 9. Als
alternative Konfiguration ergibt sich ein ferromagnetischer Cluster von 4 Cu-Plétzen. (d) Uy = 10.
Ferromagnetische Kopplung von 6 Cu-Spins.
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Abbildung 5.14: Einteilchen-Spektrum zu der platzzentrierten Vortex-Losung in Abb. 5.13(a) mit
U; = 7 auf einem 11 x 11-Gitter. Aus dem besetzten und dem unbesetzten Band wird jeweils ein
Zustand in die Energieliicke abgespaltet (siehe die unteren Detail-Ausschnitte aus dem Spektrum).
Das Niveau ist aufgrund der Spin-Entartung zweifach entartet. Diese doppelte Entartung zeigt sich
spiegelbildlich in der Liicke zwischen den besetzten Cu- und O-Zusténden.
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Abbildung 5.15: Einteilchen-Spektrum fiir die selbstkonsistente Losung aus Abb. 5.13 (b) mit Uy = 8.
Mit der Authebung der Vortex-Losung ist das Verschwinden der Entartung der lokalisierten Zusténde
verbunden.
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5.3.4 Losungen mit zwei Lochern

Fiir Losungen des mit zwei Lochern dotierten Systems benutzen wir bindungs- und plaquetten-
zentrierte Vortex-Antivortex-Paare als Startkonfigurationen (siehe die Abb. 4.19 und 4.20 im
Abschnitt 4.3.4), um die Stabilitéit dieser Konfigurationen in der HF-Niherung des Dreiband-
Hubbard-Modells zu untersuchen. Die selbstkonsistenten Ldsungen sowohl mit offenen als
auch mit periodischen Randbedingungen sind fiir die unterschiedlichen Startkonfigurationen
in den Abb. 5.17 und 5.18 angegeben. Es zeigt sich — analog zum Einband-Modell — dass die
Vortex-Spinstrukturen zu Doppelpolaron-Ldsungen konvergieren. Das Vortex- Antivortex-Paar
ist also auch im Dreiband-Modell kein stabiler Grundzustand in der Hartree-Fock-Néherung.
Auch eine Variation der Parameter d&ndert qualitativ nichts an den Polaronen-Losungen.

Die folgende Tabelle fafit die Anzahl an Iterationsschritten und die Grundzustandsenergien
pro Teilchen der dargestellten Lésungen zusammen:

Bindungszentriert Plaquettenzentriert
offene RB | period. RB | offene RB | period. RB
i 6000 3073 9000 4313
€ 1.0e-5 2.0e-5 1.4e-5 2.0e-5
| Ecz | 372863 | 3.78911 | 3.72861 | 3.78911

Die Losungen mit gleichen Randbedingungen haben praktisch identische Energien. Der Unter-
schied zwischen periodischen und offenen Randbedingungen ist auf die unterschiedliche An-
zahl von Sauerstoff-Plédtzen zuriickzufiihren. Selbstkonsistenz wurde bei periodischen Rand-
bedingungen mit geringerer Schrittzahl bei vergleichbarer Genauigkeit erreicht. Die Lésungen
zwischen offenen und periodischen Randbedingungen unterscheiden sich lediglich in einem
Detail: In der Abb. 5.17 ist bei offenen Randbedingungen die diagonale Koordination der
Lochladung der Startkonfiguration auch in der Doppelpolaronen-Lésung erhalten. Die Spins
zeigen auf allen Polaronenplédtzen in die gleiche Richtung. Bei periodischen Randbedingun-
gen sind die Spins der zwei Polaronen entgegengesetzt ausgerichtet. Die Lésung ist mit einer
geraden Anzahl von Gitterplidtzen zu den Réndern koordiniert, um den periodischen Rand-
bedingungen zu geniigen.

In der Abb. 5.19 ist das Spektren der Einteilchen-Energien fiir periodische Randbedin-
gungen zu der Losung in Abb. 5.18 dargestellt. Fiir jedes dotierte Loch wird ein Zustand aus
dem besetzten und unbesetzten Band in die Energieliicke abgespaltet. Die ersten zwei Loch-
zustinde sind zu 80% auf Sauerstoff-Pétzen lokalisiert. Weiterhin sind sie energieentartet, da
die beiden Gitterpldtze (7,6) und (7,7) in der Darstellung 5.18 gleichwertige Moglichkeiten
darstellen, ein weiteres Elektron dem System zuzufiihren. In der Abb. 5.20 ist das Spektrum
zu der Losung mit offenen Randbedingungen in 5.18 angegeben. Die Energie-Entartung ist
hier aufgehoben. Der erste Lochzustand (Zustand n = 923) weist nur eine wenig héhere Ener-
gie zu den mit Elektronen besetzten Zustanden auf. Ein weiterer Unterschied liegt im Zustand
n =1, der aus dem unteren Hubbard-Band abgespaltet.

Um einen zumindest qualitativen Eindruck der Energien der Vortex-Antivortex-Startkon-
figuration und der selbstkonsistente Losung zu bekommen, ist in der Abb. 5.16 die Ener-
giedifferenz der mittleren Teilchen-Energie der ersten 200 Iterationsschritte und der Grund-
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zustandsenergie der Doppelpolaron-Losung aufgetragen. Die Energiebetrige innerhalb der
Iterationsprozedur besitzen keine physikalische Bedeutung. Sie weisen aber darauf hin, dass
die Energiedifferenzen der verschiedenen Konfigurationen innerhalb der Iteration sehr klein
sind. Die Energiedifferenz betrégt maximal ~ 0.2. Insbesondere ist die Konfigurationsenergie
innerhalb der ersten 10 Schritte niedriger als die Grundzustandsenergie der selbstkonsisten-
ten Doppelpolaron-Losung. Die maximalen Anderungen der Ladungs- und Spindichte-Felder,
die im unteren Graphen dargestellt sind, nehmen innerhalb der ersten Iterationsschritte sehr
schnell ab. Im weiteren Verlauf wachsen die Fluktuationen kurzfristig noch einmal an, wobei
im Fall periodischer Randbedingungen die Energie oszilliert. Ein derartiges Verhalten ist typi-
scherweise mit einer Konfigurationséinderung verbunden. Bei periodischen Randbedingungen
muf sich die Losung z.B. kompatibel zu den Randbedingungen auf dem Gitter positionie-
ren. Bereits nach ca. 100 Schritten ist die Energiedifferenz sehr klein und die Fluktuationen
nehmen stetig ab. Obwohl die mittlere Energie sich sehr schnell der Grundzustandsenergie
nihert, ist die Selbstkonsistenz-Schranke € in allen lokalen HF-Feldern erst nach einigen 1000
Schritte erreicht.
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Abbildung 5.16: (oben) Darstellung der Energiedifferenz F,, — Eqz der mittleren Teilchen-Energie in-
nerhalb der ersten 200 Iterationsschritte, wobei Fqyz die mittlere Teilchenenergie der selbstkonsistenten
Losung ist. Die maximale Differenz (nicht dargestellt) betrégt ~ 0.2. (unten) Maximale Fluktuation
der Ladungs- und Spindichte der ersten 200 Iterationsschritte in halblogarithmischer Auftragung. Es
ist nur der Verlauf bei periodischen Randbedingungen dargestellt. Man sieht, dass die Spindichte lang-
samer konvergiert als die Ladungsdichte. Der Anstieg bei n ~ 50 ist mit einer Konfigurationséinderung
verbunden.
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Abbildung 5.17: Selbstkonsistente Losungen fiir zwei Locher in der Hartree-Fock-Nidherung mit den
Standard-Parametern. Als Startkonfiguration ist jeweils ein plaquettenzentriertes Vortex-Antivortex-
Paar benutzt worden (siehe Abb. 4.19 im Einband-Modell). (oben) Mit offenen Randbedingungen er-
gibt sich ein diagonal ausgerichtetes Doppelpolaron mit einer ferromagnetischen Kopplung aller Plétze.
Die Verteilung der Ladung auf die Rander in gleicher Groflenordnung ist ein Effekt der Randbedin-
gungen. (unten) Mit periodischen Randbedingungen ist das Vortex-Antivortex-Paar ebenfalls kein
stabiler Grundzustand in der Hartree-Fock-N#herung. Die zwei Polaron-Zentren sind auf direkt be-
nachbarten Cu-Plétzen lokalisiert. Die zwei Polaronen sind antiferromagnetisch zueinander orientiert.
Die Anzahl der Plitze zum Rand ist in beiden Gitterrichtungen gradzahlig, um mit den periodischen
Randbedingungen kompatibel zu sein.
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Abbildung 5.18: Losungen, die aus einer Startkonfiguration mit einem bondzentrierten Vortex-
Antivortez-Paar mit den Standard-Parametern hervorgehen. (oben) Mit offenen Randbedingungen
verteilt sich die Ladung neben der Doppelpolaron-Konfiguration auf den Rand. (unten) Mit periodi-
schen Randbedingungen verschwindet dieser Effekt, die Losungen sind aber nahezu identisch. In beiden
Féllen sind die zwei Polaronen antiferromagnetisch zueinander orientiert.
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Abbildung 5.19: Spektrum zur Losung des bondzentrierten Paares mit periodischen Randbedingungen
aus Abb. 5.18 (unten). Die Energie-Entartung der ersten beiden Lochzusténde spiegelt die gleichartige
Symmetrie der Gitterplitze (7,6) und (7,7) wider (vgl. Abb. 5.18). Diese Lochzustéinde sind zu ca.
80% auf Sauerstoff-Pldtzen lokalisiert.
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Abbildung 5.20: Spektrum zur Losung des bondzentrierten Paares mit offenen Randbedingungen aus
Abb. 5.18 (oben). Es sind die ersten 922 Zusténde mit Elektronen besetzt. Die offenen Randbedingun-
gen verursachen eine Abspaltung des Zustands n = 1 aus dem unteren Hubbard-Band (LHB) und die
Energie-Entartung der ersten zwei Lochzusténde ist aufgehoben.

5.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir die generalisierte Hartree-Fock-Ndherung fiir die Losung des
zweidimensionalen Dreiband-Hubbard-Modells angewandt. Die generellen Eigenschaften der
Kuprate kénnen vom Dreiband-Modell reproduziert werden und bestétigen damit die Giiltig-
keit der Methode. Die Ergebnisse sind auf Ubereinstimmung zu andere Methoden (vgl. [84]).
Im dotierungsfreien Fall ergibt sich ein Ladungstransfer-Isolator mit antiferromagnetischer
Ordnung. Mit der Dotierung von Léchern erscheinen Zusténde innerhalb der Energieliicke,
die hauptséchlich O-Charakter besitzen.

Wie bereits im Einband-Fall ist das Polaron die selbstkonsistente Losung des lochdotierten
Systems. Fiir starke Wechselwirkung U, haben wir das Zhang-Rice-Singulett als den Grenz-
fall des magnetischen Polarons identifiziert. Eine Vortex-Spinkonfiguration ist ebenfalls eine
Losung des Dreiband-Systems bei offenen Randbedingungen, die im relevanten Parameterbe-
reich aber kritisch von U, abhéngt.
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Die Stabilitdt eines Vortex-Antivortex-Paares im Dreiband-Modell wurde in der Literatur
bisher noch nicht explizit untersucht. Als Ergebnis ergibt sich wie bereits im Einband-Modell
eine Doppelpolaron-Losung, so dass die explizite Beriicksichtigung der Sauerstoff-Zustédnde
und die Asymmetrie von Locher- und Elektronendotierung — wider Erwarten — keinen Einflufl
besitzt. Der Vergleich der Resultate aus dem Einband- und Dreiband-Modell ergibt vielmehr
ein konsistentes Bild: zwischen den Lésungen gibt es keine qualitativen Unterschiede. Die
Beschrankung auf das einfachere Einband-Modell ist demnach gerechtfertigt, zumal das Bild
von Zhang und Rice bestétigt werden konnte.

Obwohl sich die generelle Hartree-Fock-Nédherung als niitzliches Werkzeug zur Untersu-
chung der elektronischen Struktur und der lokalen Ladungs- und Spindichte herausgestellt
hat, mufl man sie als einfachste Molekularfeld-Ndherung des Vielteilchenproblems kritisch
diskutieren. Sie liefert nur eine obere Schranke fiir die wahre Grunszustandsenergie und ver-
nachléssigt die eventuelle Bedeutung von Quantenfluktuationen. Da die Energiedifferenz von
Vortex- Antivortex-Startkonfiguration und Doppelpolaron-Losung sehr klein ist, beschéftige
ich mich im néchsten Kapitel mit einer Mittleren-Feld-N&herung des Hubbard-Modells in der
slave-boson-Darstellung, die {iber den Hartree-Fock-Ansatz hinausgeht.
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Kapitel 6

Die slave-boson-Naherung fiir das
Hubbard-Modell

In den beiden vorherigen Kapiteln stellte sich heraus, dass ein Vortex-Antivortex-Paar in
der Hartree-Fock-Ndherung sowohl fiir das Einband- als auch fiir das Dreiband-Hubbard-
Modell kein Grundzustand bei 7' = 0 ist. Seibold [26] findet aber mit einer Ndherung fiir das
Einband-Modell, die iiber den Hartree-Fock-Ansatz hinaus geht, einen Vortex-Antivortex-
Grundzustand. Daher mufl man davon ausgehen, dass die Hartree-Fock-Néherung fiir dieses
Vielteilchen-Problem unzureichend ist.

In diesem Kapitel werde ich die Methode von Seibold fiir das Einband-Hubbard-Modell
nachvollziehen und auf das Dreiband-Modell anwenden. Es wird sich zeigen, dass fiir die
numerische Losung ein Hartree-Fock-Ansatz als Startkonfiguration giinstig ist und damit die
in Kapitel 4 diskutierte HF-Methode eine notwendige Voraussetzung ist. Die zu diskutierende
Néherungs-Methode fiir T = 0 geht von der slave-boson-Darstellung des Hubbard-Modells
aus, in der zusétzliche bosonische Freiheitsgrade eingefithrt werden.

Zunichst stellen wir die Idee der slave-boson- bzw. Hilfsbosonen-Darstellung vor, leiten
anschliefend die Darstellungen des Einband- und Dreiband-Hamiltonians her und néhern die
Ausdriicke im Fall T = 0. Die numerische Losung konnte nicht mehr im zeitlichen Rahmen
dieser Arbeit implementiert werden, so dass es bei einer Vorstellung des Verfahrens bleibt. Im
letzten Abschnitt fasse ich die Ergebnisse meiner Diplomarbeit zusammen und schliefle mit
einem Ausblick.

6.1 Definition der Hilfsbosonen fiir atomare Zustiande

Die Fermionen im Einband-Hubbard-Modell kénnen in physikalisch sehr unterschiedlichen
Zustinden an einem Gitterplatz vorkommen: als einfach, doppelt oder nicht besetztes Or-
bital. Ein einfach besetzter Platz ist durch einen Zustand mit Spin T bzw. | bzgl. einer
Quantisierungsachse reprasentiert, wiahrend doppelt bzw. nicht besetzte Platze keinen Spin
tragen. Durch die Einfithrung von Hilfsbosonen bzw. slave-bosons und Hilfsfermionen kann
das Hubbard-Modell so formuliert werden, dass die Zustéinde mit und ohne Spin separat
behandelt werden.
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Um die im Hubbard-Modell vorhandenen Spin- und Ladungsfreiheitsgrade gleichermaflen
zu behandeln, fithrten Kotliar und Ruckenstein [93] fiir jeden der vier moglichen Zusténde
auf einem Gitterplatz ein Hilfsboson und fiir die einfach besetzten Zustdnde zusétzlich ein
Spindublett von Fermi-Feldern ein. Damit wird die onsite Wechselwirkung U zwischen Fer-
mionen mit unterschiedlichen Spin-Quantenzahlen linear. Auf der anderen Seite nimmt man
einen komplizierteren Hopping-Term und weiterhin zusétzliche Nebenbedingungen in Kauf.

Wir stellen die vier moglichen atomaren Ladungskonfigurationen auf einem Gitterplatz
durch Bosonen und Fermionen nach folgender Definition dar:

|0i) = ej |vac)

o) = >l fh vac), o=1.1
o—l

11i) = dlflf] vac). (6.3)

Hier bedeuten |0i), |o) und |1|i) die atomaren Einteilchen-Zusténde fiir einen leeren, einen
T

einfach besetzten und einen doppelt besetzten Gitterplatz i. Entsprechend sind e;, pl.L oo nd d;r
Bosonen-Operatoren, die gemeinsam mit den Fermionen-Operatoren f;, einen leeren, einfach
besetzten oder einen doppelt besetzten Zustand aus einem fiktiven Vakuumzustand! erzeugen.
Die vorgenommene Erweiterung des Hilbertraumes mufl durch geeignete Bedingungen wieder
auf den physikalischen Zustandsraum eingeschrénkt werden (s.u.). Insbesondere miissen bei
der Abbildung die Antivertauschungsrelationen der Fermionen erhalten bleiben (s.u.).

Wir haben in (6.1) die spinrotationsinvariante Darstellung von Lie, Wo6lfle und Hirschfeld
[94] verwendet. Da sowohl die |o)-Zustidnde als auch die f4-Operatoren wie Spinoren trans-
formieren, mufl auch im Bosonenraum auf eine Spin-Quantisierungsachse verzichtet werden.
Durch die zwei weiteren Freiheitsgrade werden die lokalen Bose-Felder fiir einfach besetzte
Plédtze durch 2 x 2-Matrizen p; mit den Matrixelementen p;,, dargestellt. Dies erlaubt uns
die Untersuchung auch von nicht-kolinearen Spinstrukturen.

Das in diesen Zustinden auftretende Operatorenprodukt pf £t ist dabei so zu interpretie-
ren, dass es ein zusammengesetztes Objekt mit Spin 1/2 erzeugt. Da das Fermion fT aber
bereits einen Spin von 1/2 trégt, kann das p-Boson nur mit den moglichen Spins S = 0 oder
S =1 an fT koppeln. Entsprechend definieren wir fiir jeden Ort i ein skalares Feld pg (S = 0)
und ein Vektorfeld p = (ps,py,p.) (S = 1), deren Komponenten die bosonischen Vertau-

schungsrelationen [pia,pjﬁ] = 1/26;j6qp erfiillen. Damit hat die Matrix ]_?T die Darstellung
(vgl. [98])

1 (TION S , 13
T Py TPz Pz Py _ T
p==z . == plTu, (6.4)
- 2<pl+2pl ph —pt 2;% "k

wobei im zweiten Schritt nach den Pauli-Matrizen 7 und der Einheitsmatrix 79 entwickelt
wurde. Die hermitesch konjugierte Matrix ist p = % > Pu Ty

'Der fermionische Zustand |0) wird durch die Anwendung eines Bose-Operators auf einen neuen Vakuumzu-
stand |vac) erzeugt, so dass der leere Zustand |0) in der neuen Darstellung erst aus einem “richtigen” Vakuum
erzeugt werden muf.
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Wir betrachten noch das Transformations-Verhalten von p unter Zeitumkehr: TpoT ™ = po
und 7'pT~' = —p. Wir fithren deshalb das Feld p mit zeitinvertiertem (umgekehrten) Spin
ein,

- Aa 1
p="TpT 1:§(p()@—p-z). (6.5)

Da der Hilbertraum durch die Einfiihrung der bosonischen Freiheitsgrade kiinstlich er-
weitert wurde, miissen unphysikalische Zusténde durch eine Einschréinkung des Hilbertraums
beseitigt werden. In diesem physikalischen Unterraum bleiben die Matrixelemente des ur-
spiinglichen Hamiltonians unveréndert. Da jedes Bose-Feld eingefiihrt wird, um einen atoma-
ren Zustand darzustellen und da es nur einen Ladungszustand pro Platz gibt, geniigen die
Bosonen der lokalen Vollstindigkeitsbedingunyg,

3
Qi = elei+ > php,+didi—1=0. (6.6)
pn=0

(6.7)

Eine weitere Bedingung verkniipft die Matrixelemente der Pseudo-Fermionen f; for mit denen
der Bosonen QT p und d'd derart, dass die Erwartungswerte gleich sind,

f;fa/ = QZPLNPU/Q + 50’0”dT d. (68)

o1

Ausgedriickt durch die p,, ergeben sich daraus die beiden lokalen Bedingungen

Po = plopio + p - p; + 2did; — > L fie =0 (6.9)
P; = plpi + p'pio + i(p] xp;) =D 700 fior = 0. (6.10)
oo’

Sie stellen die Ladungs- und Spin-Identitdt von Bosonen und Pseudo-Fermionen dar.

Die Vernichtung eines Fermions entspricht in der neuen Darstellung entweder der Vernich-
tung eines doppelt besetzten Zustandes und der simultanen Erzeugung eines einfach besetzten
Zustandes mit entgegengesetztem Spin oder der Vernichtung eines einfach besetzten Zustan-
des bei Erzeugung eines leeren Zustandes. Die urspriinglichen Fermionen lassen sich also in
den neuen Feldern durch die Transformationen ausdriicken,

Cig = Z fio’ZiU’U (611>
a-/
C’IO' = Z ZZTUU’ fiTa” (612)

wobei zunéchst z; = 61& + @Tdi mit dem in (6.5) eingefiihrten zeitinvertiertem Boson p
bedeutet.

Kotliar und Ruckenstein [93] haben darauf hingewiesen, dass die Darstellung eines Oper-
ators durch Hilfsfelder nicht eindeutig ist. Sie nutzen diese Freiheit durch die Einfithrung

eines weiteren Operators aus, dessen Eigenwerte im physikalischen Unterraum gleich 1 sind
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und damit die Matrixelemente nicht dndert. Man kann das korrekte Verhalten der neuen
Operatoren in einer Sattelpunktsndherung im Grenzfall U — 0 erreichen, indem man die z
durch die folgenden Ausdriicke ersetzt,

s = LielpRi+Lip'd; Ri (6.13)
at = Rifple L+ RMdlpi Lil. (6.14)

Dabei sind die Matrizen L und R in der diagonalen Darstellung definiert durch

SIS

~
|

i o= [0-da)m-pip] (6.15)

N

R = [(-ee)n-p's| . (6.16)

Damit ist die Hilfsbosonen-Theorie im Prinzip vollstéindig definiert. In dem folgenden
Abschnitt bilden wir das Hubbard-Modell auf die neue Darstellung ab. Fiir die Berechnung
physikalischer Grofien vergleiche Ref. [98].

6.2 Hamiltonian in der slave-boson-Darstellung

Wir transformieren das Einband-Hubbard-Modell mit Hilfe von (6.11) auf den effektiven
Hamiltonian

Hsp=—tY > 2ot fioszioe +U D didi. (6.17)

(,5) 9:01,02 i

Die direkte Fermionen-Wechselwirkung Un;in;| von zwei Fermionen in unterschiedlichen Spin-
zustidnden ist durch die Dichte des Bosons d; ersetzt worden, das die Doppelbesetzung eines
Platzes i repréasentiert. Dafiir enthélt der Hopping-Term nun eine Dynamik von Bosonen
und Fermionen. Die Summe iiber (i, j) bedeutet, dass jeder Platz i mit seinen vier néchsten
Nachbarn j auszuwerten ist.

Analog ersetzt man im Dreiband-Modell die Wechselwirkung der Cu-Fermionen durch
Hilfsbosonen und -fermionen. Es gibt einen Term fiir die Platzenergie e¢; mit einer lokalen
Kopplung von zwei bosonischen Matrizen z. Im Hopping-Term zwischen Cu und O tritt im
Unterschied zum Einband-Modell lediglich ein einzelnes z auf. Es ergibt sich der transformierte
Hamiltonian des Dreiband-Hubbard-Modells:

Hsp = € Z Zgggl f;l fiag Zioyo 1 €p Z C;rgacloa (6~18>
1,00102 lo,a
+t Z gﬁc;aazioo’fia’ + UZ djdz (619)

<7:7l>70"a i

Das gekoppelte System von zwei Fermi-Feldern {f;;, fi;} und den sechs Bose-Feldern
{e,d,p,} sowieweitere Lagrange-Multiplikatoren fiir die lokalen Nebenbedingungen hat zu-
néchst eine komplexere Struktur als der urspriinglich rein fermionische Hubbard-Hamiltonian.
In dieser Form ist der bosonisierte Ausdruck noch exakt. Der Vorteil der Vielzahl der Felder
liegt in der Moglichkeit, auf dem Niveau einer Mittleren-Feld-Ndherung {iber mehr Varia-
tionsparameter als im einfachen Hartree-Fock-Ansatz zu verfiigen.
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6.3 Das Energiefunktional des Hilfsbosonen-Hamiltonians

Im Funktionalintegral-Formalismus ersetzt man die Fermi-Operatoren des effektiven Hamil-
tonians Hgpg durch antikommutierende Grassmann-Felder und die Bose-Operatoren durch
kommutierende komplexe Variablen. In der Sattelpunktslosung fixiert man die Bose-Felder
und integriert die zuvor linearisierten Fermionen aus. Da wir aber inhomogene Lésungen des
lochdotierten Modells studieren mochten, kénnen wir keine einfache Form des Sattelpunktes
annehmen. Fiir die numerische Losung des Problems folgen wir einer Néherungs-Methode
auf dem Niveau des bosonisierten Hamiltonians, die von Seibold [26] bereits auf das Einband-
Hubbard-Modell angewendet wurde.

Fiir die Behandlung der Fermi-Felder transformieren wir die Fermi-Operatoren in das
System der Eigenzustéinde a,,,

fio = Z (I)n(l, U) Ap. (620)

Die Entwicklungskoeffizienten ®,,(7, o) stellen im Ortsraum die Einteilchen- Wellenfunktionen
bzw. elektronischen Amplituden dar. Damit diese Transformation den Unterraum der besetz-
ten Zustédnde diagonalisiert, miissen wir als zusétzliche Nebenbedingung die Unitaritéit der
Transformation fordern,

Z ¥ (i,0) P (i, 0) = Gpm. (6.21)

Ersetzen wir die Fermionen a,, durch Grassmann-Felder und beschrinken uns auf den
Grenzfall T' = 0, so sind nur die untersten N, Fermionen-Eigenzustédnde besetzt und die ferm-
ionischen Besetzungszahlen werden trivialerweise 1 bzw. 0. Die elektronischen Amplituden
®,,(i,0) dienen als (komplexe) Entwicklungsparameter fiir die Minimierung der Grundzu-
standsenergie. Die Variation der Energie nach den ®,(i,0) unter der Nebenbedingung der
Orthogonalitit (6.21) sichert die Diagonalitdit im Unterraum der besetzten Zustinde.? Die
Bose-Operatoren werden in dieser Ndherung zu fizierten, komplexen Feldern, die ebenfalls
als Entwicklungsparameter in die Variation eingehen. Durch dieses Vorgehen erhalten wir ein
gendhrtes Funktional der Grundzustandsenergie fiir 7' = 0 fiir das Einband-Hubbard-Modell,

Ne
By =—tY > 2l ziese . Ohli.o1) Onljoon) + U |dif*. (6.24)
n=1 ;

(i,5) 001,02 i

Der Ausdruck ist nach den (zunéchst komplexen) Feldern {®,,(,0), €;, p; /¢, di } zu minimie-
ren, wobei die Nebenbedingungen (6.6), (6.9) und (6.21) erfiillt sein miissen. Die Summe

2 Als Beispiel diene ein “tight-binding”-Modell mit der Energie F = ti; ©7,(i,0) ®n(4,0). Die Variation
mit der Beriicksichtigung der Nebenbedingung Orthogonalitit durch die Lagrange-Parameter €, lautet

§(E =Y en{®}(io) @u(i,o) —1}) =0. (6.22)

ij,n

Die Ausfithrung der Variation nach ®,(i,0) ergibt

Z tij ®n(j,0) = en ®uli, o), (6.23)

d.h. die Eigenwertgleichung fiir die Wellenfunktionen ®,(i,0) der Ne besetzten Zustinde.
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iiber die néchsten Nachbarn (i, j) beriicksichtigt in diesem Fall jede Bindung doppelt. Der
entsprechende Ausdruck fiir das Dreiband-Hubbard-Modell ergibt sich aus (6.18) zu

FEiot = €q Z Z;rgalzz‘@aq);;(i,m)‘I’n(i,@) (6.25)
n,,00102
tep > Br(l0,0)u(l,000) + Ug Y |dif? (6.26)
n,l,o,a %

~tpe Y g3 (P00.0,0) e @u6,0) + @11, 0) 2L,y Ball, 0’ 0)) (6.27)

(ily,n,o,0"

Fiir jeden Cu-Platz i sind die vier néichsten O-Zusténde zu beriicksichtigen. Der Ortsindex 14
bezeichnet elektronische d,2_ 2-Zustinde und der Index [ die zwei p-Orbitale der Sauerstofi-
Elektronen (o = p,, py). Als weitere Parameter kommen im Dreiband-Modell die Sauerstoff-
Wellenfunktionen hinzu.

Da die lokalen Bedingungen (6.6) und (6.9) mit dem Hamiltonian vertauschen, sind sie
Erhaltungsgrofien, die mit einer Symmetrietransformation des Systems in Verbindung stehen.
Die Bose-Felder besitzen daher eine lokale Eichinvarianz als zusétzliche Freiheitsgrade [96]:

i — e Wig (6.28)
pi — efiﬁgi (6.29)
di — ¢lli=2x0) g, (6.30)

wobei 6; und x; = XioTo + xini - T (n?

= 1) die Phasen der Felder e; und p; darstellen,
die deshalb als reelle Felder gewihlt werden konnen (radiale Eichung). Das Boson d; kann
allerdings nicht mehr zusétzlich reell gewidhlt werden [97]. In dieser Eichung ist die weitere
Bedingung p' x p = 0 automatisch erfiillt [99].

Die Matrizen L und R (siehe (6.15)) werten wir aufgrund der Quadratwurzel und des
Kehrwertes in der Diagonaldarstellung aus. Dazu diagonalisieren wir die Matrix p (6.4) durch
die ortsabhéngige Transformationsmatrix

iz Bin
deren Spalten aus den normierten Eigenvektoren c; und 3, bestehen. Die reellen Eigenwerte
der hermiteschen Matrix lauten

At =

(po +vp?), (6.32)

| =

wobei p? = pg + pi + pg. Die Eigenvektoren sind

( Nii (pix - ipiy) N_>T
2\, — (pio +piz)

N (piz — ipi T
8, — ( 1@ ipy) ,N;) , (6.34)
2\ — (pio + piz)

(6.33)

«
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mit den Normierungsfaktoren

(2)\ii — (pio + piz))2

Nt =
(pl?z +pz2y) + (2)‘?: - (pi(] +piz))2

7

(6.35)

Die diagonale Darstellung der Matrix p ergibt sich zu

T(pi) = xipiXi' = ( Aé'_ AO+ > (6.36)

T(z) = T(L) (eT(p) + T(p")d) T(R), (6.37)

ergibt sich aus dem Produkt der folgenden Matrizen, die durch die Diagonalitét von T'(p) die

N
T(pi) = <A6' ;1) (6.38)

einfache Form haben:

1
— 0
T(L;) = 1“‘“‘5‘(“ ? ) (6.39)
Vi-ldi 2=\ )2
—— 0
+
T(R) = 1—8?0—01- ) . . (6.40)

Damit kénnen wir die Terme in Eyox behandeln, indem wir die Matrizen in der Form z; =
Xi' T'(2) xi schreiben. Explizit lautet die Matrix

eih; +dinS 0
1—|d;[2— (A )24/1—e2—(\])2
T(ﬁ) — \/ ;]2 —( i )O\/ [ ( z) ei)\j'eri)\i_ . (6.41)

Vi=ldiP=(\)2y/1-e2=()])?

Da die Matrixelemente p, und die e; durch die radiale Eichung reell gewédhlt wurden, gilt
BT = p und daher LT = L etc.

6.4 Numerische Minimierung des Energiefunktionals

Das Energiefunktional (6.24) bzw. (6.25) ist simultan mit den geforderten Nebenbedingungen
(6.6), (6.9) und (6.21) zu minimieren. Die Beriicksichtigung der lokalen Nebenbedingungen
erfordert weitere N? Lagrange-Parameter fiir ein N x N Gitter. Als alternative Methode
addieren wir die quadrierten Bedingungen zu E\, und multiplizieren sie jeweils mit einem
grofien Faktor (~ 10°), um Abweichungen mit einem groBen Gradienten zu versehen (vgl.
[95]). Die Genauigkeit kann man am Ende iiberpriifen, indem man die Summe der lokalen
Bedingungen auswertet. Um nicht in einem Nebenminimum zu landen, starten wir mit einem
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Hartree-Fock-Ansatz fiir die Einteilchen-Wellenfunktionen ®,,. Fiir das Einband- als auch fiir
das Dreiband-Modell ist das Gesamtfunktional

E{®,(i,0),€i,Dio'0,di} = Etot + Ec1 + Eca + Ecs + Eca (6.42)
mit den folgenden Termen in der radialen Eichung (6.28) zu minimieren:?
2
Boi = My (¢ + ph+p?+ |a? - 1) (6.43)
i
2
By = XY, (pfo + p? + 2|dif? - Z\(I)n(i,a)]2> (6.44)
i n,o
2
Ecs = MY (Qpigpi — 3 (i, 0) T P, 0’)) (6.45)
% n,oo’
2
Bor = MY (Y ®5(0.0) ®ulis0) = 6um) (6.46)
nm 1,0

Das Funktional ist reell, da zu jedem Hiipfprozel ¢ — j ebenso der konjugiert komplexe Term
j — 1 auftritt.

Auf einem N x N Gitter haben wir ohne Dotierung im Einband-Modell iiber N? Einteilchen-
Funktionen mit je 2N? komplexen Komponenten (im Dreiband-Modell 6N?) zu minimieren.
Hinzu kommen pro Platz die Bose-Felder {e, d, p}, die durch 5 reelle und einen komplexen Pa~
rameter dargestellt werden. Insgesamt ist also iiber 4N* +7N? reelle Variablen (12N*+7N?)
zu minimieren. Fiir die Minimierung ist ein konjugierte Gradienten-Verfahren geeignet, da
der Hartree-Fock-Ansatz bereits dicht beim zu erwartenden Grundzustand liegt und der Al-
gorithmus nur noch in das Minimum “hineinzulaufen” braucht. Die Gradienten miissen dazu
analytisch berechnet werden, da eine numerische Berechnung zu ungenau ist. Weiterhin muf3
eine Routine verwenden werden, deren Speicherbedarf lediglich linear in N wichst, da be-
reits fiir GittergroBen N ~ 10 eine Anzahl von ca. 10? Variationsparametern auftritt. Der
Fletcher-Reeves-Polak-Ribiere-Algorithmus erfiillt diese Bedingung (siehe [100]).

6.5 Zusammenfassung und Ausblick

Das Phasendiagramm der lochdotierten Hochtemperatur-Supraleiter ist bis heute nicht ver-
standen. Experimentell wurden zahlreiche Anomalien in diesen Materialien nachgewiesen wie
z.B. das Nicht-Fermifliissigkeitsverhalten, das Auftreten eines Pseudogaps, die temperaturun-
abhingige magnetische Kohérenzlange, die Streifenbildung sowie die d-Wellen-Supraleitung.
Ein Zugang fiir das Versténdnis besteht darin, die Dotierung des Antiferromagneten mit
Lochern zu untersuchen. Seit kurzem kann die Dotierungskonzentration — alternativ zur
chemischen Dotierung — iiber einen Feldeffekt-Transistor-Aufbau durch Anlegen einer gate-
Spannung geregelt werden [29)].

Im Rahmen einer makroskopischen Theorie kénnen Timm und Bennemann [25] die do-
tierungsabhéngige Néel-Temperatur T (x) erkliren, indem sie, wie bereits vorher Berciu und

3Die Summen iiber n bzw. m laufen bis N,.
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John [79] oder Marino [27], von der Idee ausgehen, dass dotierte Locher sich mit Vortex-
Spinstrukturen umgeben. Das Ziel meiner Arbeit war, eine mikroskopische Rechtfertigung
fiir diesen Mechanismus zu geben. Das zugrundeliegende Modell ist das zweidimensionale
Dreiband-Hubbard-Modell, das die CuOs-Ebenen der Kuprate beschreibt. Die zentrale Fra-
gestellung galt der Untersuchung eines Vortex- Antivortex-Paares als moglichen Grundzustand
in einem mit zwei Lochern dotierten Systems.

In einem ersten Schritt habe ich, basierend auf dem Spin-Fermion-Modell, ein Heisenberg-
artiges Spin-Modell mit expliziter Beriicksichtigung der Dzyaloshinskii-Moriya-Anisotropie in
einer Monte-Carlo-Simulation untersucht. Dieser methodische Ansatz stellte sich fiir die Fra-
gestellung als unzureichend heraus. Es konnte aber der zu erwartende Einflufl der Anisotropie
auf den Antiferromagneten bestdtigt und ebenfalls fiir einen Vortex gezeigt werden. Wei-
terhin wurde sowohl die logarithmische Energie-Divergenz eines einzelnen Vortex als auch
die vom Kernabstand abhingige, attraktive Wechselwirkung von Vortex-Antivortex-Paaren
nachgewiesen.

In einem weiteren Schritt habe ich eine statische, inhomogene, generalisierte Hartree-Fock-
Néherung bei T' = 0 benutzt, die eine lokale Betrachtung von Ladungs- und Spinfreiheitsgra-
den erlaubt. Mit dieser Methode habe ich das Einband-Hubbard-Modell bei Lochdotierung
untersucht. Die aus der Literatur bekannten selbstkonsistenten Losungen des antiferromagne-
tischen Isolators, des Polarons und eines platzzentrierten Vortex wurden quantitativ repro-
duziert. Eine sorgfiltige Untersuchung ergab aber keinen Vortex-Antivortex-Grundzustand,
obwohl Vortex-Losungen als metastabile Zusténde auftraten. Der quantitative Vergleich zeigt,
dass das Polaron energetisch giinstiger als der Vortex ist. Die logarithmische Abhéngigkeit ei-
nes Vortex von der Systemgriofle konnte auch im Rahmen der Hartree-Fock-Naherung gezeigt
werden.

Im dritten Schritt habe die Hartree-Fock-N&herung auf das Dreiband-Hubbard-Modell,
das explizit die Sauerstoff-Freiheitsgrade beriicksichtigt, angewandt. Als Hauptergebnis dieser
Arbeit wurde gezeigt, dass auch im Dreiband-Modell das Vortex-Antivortex-Paar kein stabiler
Grundzustand im Rahmen der Hartree-Fock-Methode ist. Vielmehr zeigten sich — entgegen
der Erwartung — keine qualitativen Unterschiede zwischen den Losungen des Einband- und des
Dreiband-Hubbard-Modells. Diese Beobachtung ist konsistent mit der Existenz des Zhang-
Rice-Singuletts im Hartree-Fock-genéherten Dreiband-Modell, das die vereinfachte Einband-
Beschreibung rechtfertigt. Die metastabile Vortex-Losung héngt kritisch von der on-site Cu-
Wechselwirkung ab und existiert lediglich fiir Werte Ug/t,q S 7.

Die Existenz von platzzentrierten Vortizes im Einband- und Dreiband-Hubbard-Modell,
bei denen die Ladung eines Loches im Vortex-Kern konzentriert ist, spielt wahrscheinlich
auch in den realen Materialien eine Rolle: im Fall T' # 0 erwartet man Vortizes aufgrund der
thermischen Anregungen. Diese kénnten mit den vorhandenen Léchern zusammengesetzte
Objekte analog zu den theoretischen Losungen bilden. Interessant ist dabei die beobachtete
kritische Abhéngigkeit der Stabilitéit von Vortex-Losungen von der Wechselwirkungsstéirke U.

Die lediglich kleinen Energiedifferenzen zwischen Vortex-Antivortex-Startkonfigurationen
und selbstkonsistenten Doppelpolaron-Losungen legen die Frage nach der Zuverléssigkeit des
einfachen Einteilchen-Bildes der Hartree-Fock-Nédherung nahe. Da in einer Arbeit [26] be-
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reits die Stabilitéit eines Vortex-Antivortex-Paares im Rahmen eines slave-boson-Ansatzes im
Einband-Hubbard-Modell gefunden wurde, habe ich diese Methode nachvollzogen und auf
den Dreiband-Fall erweitert. Die numerische Losung erfordert den Hartree-Fock-Ansatz als
Startkonfiguration, die Implementierung wird aber lediglich prinzipiell diskutiert.

Im Rahmen dieser Arbeit habe ich mit verschiedenen methodischen Ansétzen das fiir
die Theorie der Hochtemperatur-Supraleiter relevante Problem der Lochdotierung von Mott-
Isolatoren untersucht. Eine einfache Hartree-Fock-Naherung stellte sich als unzureichend fiir
das Problem der Stabilitéit eines Vortex-Antivortex-Grundzustandes heraus. Mit der Lésung
des Dreiband-Modells im Rahmen des vorgestellten slave-boson-Ansatzes konnte dieses Frage
(vermutlich) endgiiltig und befriedigend geklért werden.



Anhang A

Topologische Defekte im XY -Modell

Die topologischen Defekte bilden eine Klasse von Storungen des Grundzustandes eines Sy-
stems mit gebrochener kontinuierlicher Symmetrie, die man nicht durch Entwicklung wie
z.B. die GauBlschen Fluktuationen erhalten kann. Sie kénnen z.B. durch Randbedingun-
gen, externe Felder oder thermische Fluktuationen angeregt werden. Ein topologischer De-
fekt ist dadurch charakterisiert, dass er sich nicht durch eine kontinuierliche Verformung des
Ordnungsparameter- (OP-) Feldes beseitigen 1a3t.

In diesem Abschnitt wollen wir Vortizes als topologische Defekte des XY -Modells in zwei
Dimensionen beschreiben und ihre Konfigurationsenergie berechnen, vgl. [106, 105]. Wir be-
schrinken uns dabei auf das statische Verhalten von Vortizes.

A.1 Das XY-Modell

Die U(1)- bzw. O(2)-Symmetrie beschreibt Drehungen in der Ebene. Ein einfaches Modell
mit dieser Symmetrie ist das XY -Modell auf einem Gitter. Die Spins

S(r) = S(cosb(r), sinf(r)) (A.1)

der Lénge S sind dabei auf jedem Gitterplatz r = a(i,, i,) definiert und wechselwirken mit
ihren néchsten Nachbarn {iber Austauschkopplung,

Hxy = —JS*Y _cos (0(r;) — 0(ry)). (A.2)
(i4)
Der Grundzustand ist durch die Ausrichtung aller Spins entlang einer Richtung gegeben. Wir
wollen Konfigurationen mit kleinen Winkeldifferenzen betrachten, so dass man den Kosinus
entwickeln kann. Approximiert man die Summe durch ein Integral, ergibt sich die Konfigura-
tionsenergie durch den Gradiententerm

E= %/d% Ps (V@(T))Q. (A.3)

Die Steifigkeit ps = JS? beschreibt die Energie, die eine Verformung des Winkels # kostet.
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Das zweidimensionale XY-Modell besitzt keine langreichweitige Ordnung fiir T # 0, da
eine kontinuierliche Symmetrie nicht spontan gebrochen werden kann. Das ist die Aussage
des Mermin-Wagner-Theorems [102]. Das XY -Modell zeigt aber einen Kosterlitz- Thouless-
Ubergang bei einer endlichen Temperatur T, von einer Hochtemperatur-Phase (mit einem ex-
ponentiellen Abfall der Korrelationsfunktion) zu einer Niedrigtemperatur-Phase mit “quasi-
langreichweitiger Ordnung”, die durch einen algebraischen Abfall der Korrelationsfunktion
charakterisiert ist [103, 104, 105]. Fiir den Phaseniibergang des zweidimensionalen XY'-
Modells spielen Vortizes als topologische Punktdefekte die entscheidene Rolle.

A.2 Vortizes als topologische Defekte im XY-Modell

Wé&hlt man den zweikomponentigen OP (A(r)) eindeutig, so ist die Phase bei einem geschlos-
senen Weg auf dem Gitter bis auf ein Vielfaches von 27 bestimmt. Wir betrachten dazu die
speziellen Konfigurationen,

0(r) = ko + o, (A.4)

mit der Polardarstellung r = (7, ¢) und einer Konstanten 6y. Am Ursprung = = 0 ist ¢ nicht
definiert. Diese Singularitéit kann vermieden werden, indem der OP im Ursprung gegen Null
geht, da 6 in diesem Fall nicht mehr definiert ist. Der Bereich, in dem der OP wesentlich
unterdriickt wird, heifit Vortez-Kern (core). Die ganze Zahl k heifit Windungszahl oder Vor-
tizitdt oder allgemeiner topologische Invariante. Die globale Phase 6 ist nicht entscheidend.
Die Konfigurationen erfiillen die geforderte Bedingung fiir einen geschlossenen Weg um den
Kern,

j[de =ork, k=<1, 42, ... (A.5)

Der Vortex ist allein durch seine Windungszahl charakterisiert, da Konfigurationen mit der-
selben Windungszahl durch eine stetige Verformung des OP ineinander umgewandelt werden
konnen. Beispiele fiir mogliche Vortex-Konfigurationen mit £ = +1 auf einem Gitter sind in
der Abb. A.1 dargestellt.

Ein Vortex (k # 0) kann nicht durch eine stetige Verformung zum Verschwinden gebracht
werden. Man sagt, er sei topologisch stabil. Allgemein kann man die Windungszahl k nicht
durch eine stetige Verformung #dndern, was in der Homotopie-Theorie bewiesen wird, vgl.
[105]. Diese Art von Stabilitét ist auch physikalisch zu verstehen: Versucht man den OP
entlang einer Achse auszurichten, so sind dazu Spin-Flips vom Winkel m notwendig. Dazu ist
eine (Anisotropie-) Energie von der Grolenordnung JL notwendig, d.h. die Energie wichst
linear mit der Systemgréfe L. Die Zerstérung des Vortex durch Ubergang in die ungeordnete
Phase und zuriick in einen homogen geordneten Zustand kostet sogar die Energie ~ L2. Die
Energie eines Vortex geht dagegen nur mit ~ In L (s.u.). In einem unendlichen System wird
das “Abwickeln” eines Vortex also durch eine unendliche Energiebarriere verhindert.

Ein Meron ist ein Defekt, der z.B. in einem Ferromagneten mit einer leichten Ebene auf-
tritt. Der Defekt ist dadurch charakterisiert, dass der OP auflerhalb des Kerns einen Vortex in
der leichten Ebene bildet und dass die Magnetisierung im Kern aus der leichten Ebene heraus-
dreht. Diese Konfiguration existiert, weil es typischerweise fiir die Magnetisierung giinstiger
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Abbildung A.1: Mogliche Vortex-Konfigurationen mit g = 0 und k£ + 1 auf einem 9 x 9-Gitter.
Dargestellt ist die Magnetisierung eines Ferromagneten bzw. der Ordnungsparameter eines Antifer-
romagneten. (a) Vortex mit k = 1. Der Vortex-Kern ist auf dem Platz (5,5) lokalisiert (durch V
gekennzeichnet). Man spricht deshalb von einem platzzentrierten Vortez. (b) Vortex mit k = —1, den
man auch Antivorter nennt. (c) Ein bindungszentrierter Vortex mit dem Kern auf der Bindung (5,4)—
(5,5). (d) Bei dem plaguettenzentriertem Vortex liegt der Kern in der Mitte der Gitterorte (4,4),
(4,5), (5,4) und (5,5).

ist, sich im Kern aus der Ebene herauszudrehen, anstatt des OP auf Null zu reduzieren. Mero-
nen gehoren zu derselben Homotopie-Klasse wie Vortizes im zweidimensionalen XY -Modell.
Um den OP iiberall aus der leichten Ebene zu drehen, miiite man die Energie ~ L? aufwen-
den. Ein Meron kann also in einem unendlichen System ebenso wenig abgewickelt werden wie
ein Vortex.

Ein System mit einem Vortex (k = 1) und einem Antivortex (k = —1) hat die Gesamtwin-
dungszahl Null und kann daher durch stetige Verformung in den homogenen Grundzustand
iiberfithrt werden: die Defekte kénnen annihilieren. Umgekehrt kann ein Vortex- Antivortez-
Paar aus dem Grundzustand gebildet werden, z.B. durch Fluktuationen. In der Abb. A.2 sind
zwei Paar-Konfigurationen auf einem Gitter dargestellt.
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Abbildung A.2: Ordnungsparameter-Feld auf einem 9 x 9-Gitter mit einem Vortex (k = 1) und einem
Antivortex (k = —1). Die Vortex-Kerne sind durch V' bzw. A gekennzeichnet und haben jeweils den
minimalen Abstand von einer Gitterkonstanten. (links) Die Zentren liegen auf den Bindungen, so dass
man von einem bindungszentrierten Vortez-Antivortez-Paar spricht. (rechts) Plaquettenzentriertes
Paar.

A.3 Vortex-Energie

Die Energie eines Vortex besteht aus zwei Anteilen: (1) einem Beitrag F. vom reduzierten
OP im Kern und (2) einem Beitrag F vom Gradiententerm (elastische Energie) auerhalb
des Kerns. Eine detaillierte Berechnung von E. erfordert ein mikroskopisches Modell fiir den
Ordnungsmechanismus. Sie hidngt ab von der Ausdehnung des Kerns (Radius r.) und der
damit verlorenen Kondensationsenergie(dichte) econ, so dass man bis auf eine numerische
Konstante A die Kern-Energie E. abschitzen kann,

E. = Arg €con- (A.6)
Die elastische Energie berechnet sich fiir die Konfiguration 8 = k¢ + 6y und mit Vo = §e¢
zu
Ps 9 1, B dr A
Eel = 5 d*x Ve -V = 5/)5]{7 2 . 7’—2 ( 7)
= 7k?psIn B . (A.8)

C
Dabei geht die Systemgrofle in die Radiuslénge R ein. Damit ergibt sich die Energie eines
Vorter zu R
Evortex = Ee + Eol = Arf €con T 7Tk2ps In 7“_ (Ag)

C
Die Energie eines Vortex wichst also logarithmisch mit der Systemgrifie R. Die logarithmische
Divergenz mit R kommt dadurch zustande, dass ein Vortex das OP-Feld (S) im gesamten
System stort.
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Die Energie zweier Vortizes mit Windungszahlen k1 und ko 148t sich analog berechnen.
Eine explizite Realisierung der Spinkonfiguration ist (vgl. Abb. A.2)
— U Y-

0=k arctan” + kg arctan 2 o, (A.10)
xr —x1 T — Xy

wobei r; = (z;,y;) die Orte der Vortexkerne sind. Die Energie mit dem Abstand r = |rq — 72|
der beiden Kerne ist [105]:

R
Bl = Belkr) + Ec(ko) + mps (k1 + k2)? In = — 2mpykika In —. (A.11)
Die In R-Divergenz kann durch die Wahl k; = —ko eleminiert werden. Verallgemeinert fiir

ein System mit vielen Vortizes muBl entsprechend ), k; = 0 erfiillt sein. Speziell fiir ein
Vortex-Antivortez-Paar mit k1 = 1 und ke = —1 ergibt sich

Epaar = 2Ee(k = 1) + 27ps In Ti (A.12)
C

Die Energie ist in diesem Fall endlich, auch in einem unendlichen System R — oo. Die Vortex-
Antivortex- Wechselwirkung ist anziehend und wird minimal fiir den kleinsten Abstand der
Vortexkerne. Auf einem Gitter ist der kleinste Abstand durch eine Gitterkonstante gegeben.
Die Vortizes des XY -Modells konnen auf das Coulomb-Gas-Modell in zwei Dimensionen,
das die Coulomb-Wechselwirkung geladener Teilchen beschreibt, abgebildet werden [101, 107].
Fourier-Transformation in zwei Dimensionen des 1/k2-Potentials aus der Poisson-Gleichung
V2V (r) = —276(r) in den Ortsraum ergibt das Coulomb-Potential V' ~ In(r). Die logarith-
mische Vortex-Wechselwirkung kann daher auch als ein Effekt der Coulomb-Wechselwirkung

in zwet Dimensionen interpretiert werden.
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